Série 2 : Calcul intégral

Exercice 1

T Vg H
3 X 3 inx

On pose : | :J'3 _COSX__ 4y et J :J'e' _SINX_ 4%
0 COSX+Sinx 0 COSX+Sinx

1) Calculerl+Jetl—-J.
2) En déduire | et J.

Exercice 2

L'objectif est de calculer les intégrales suivantes

1
Xx: K =I\/x2+2dx.
0

todx G q

| = J.— )= J.—
04X +2 04X +2

1. Calcul de |

Soit la fonctiorf définie sur [0; 1] parf (X) = In(x+~/X* + 2).

a) Calculer la dérivée de la fonction— v x* + 2.

b) En déduire la dérivée def.

c) Calculer la valeur de 1.

2. Calcul de J et de K

a) Sans calculer explicitement J et K, vérifier quet: 21 = K.

b) A l'aide d'une intégration par parties portantl$otégrale K, montrer que :
K=+3-J.

c) En déduire les valeurs de J et de K.

Exercice3

e e

On posel , = J.xdx etl, = J.x(ln X)"dx pour toutn entier non nul.

1 1
1. Calculerlg etly. (on pourra utiliser une intégration par parties).

2. Montrer que pour tout entier2l ., +(n+1)I, =¢€*. Calculer }.

3. Montrer que pour tout entier, | ,, <1, . En déduire en utilisant la relation du 2°

2

2
lencadrement suivant == < I, < €.
n+3 n+2
4. Calculerlim I, et lim nl

n - +oo n - +oo

Exercice 4

On considere l'intégrale 1, :jot”e”dt , 0U n est un entier naturel non nul.

1) En utilisant une intégration par parties, ccil.
2) En utilisant une intégration par parties, treuune relation entré,,; etl .

3) En déduirejet k.
4) Utiliser les résultats précédents pour calctileégrale : | = j: (2 + 3¢ + 2t)&' dt .
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Série 2 : Calcul intégral

Exercice5

Dans un repére orthonormal , (unité graphique :}, omconsidére la courbe composée de
I'arc (OA) d'équationy=vyx, pourx [1 [0 ;2], et du segment [AB], ou A(Z\ﬁ) et B(5; 0).

Calculer la valeur exacte (en &ndu volume V du solide (S) engendré par la rotati
autour de lI'axe des abscisses du domaine plarécolor
Donner une valeur approchée de V en*G@un mnipres).

Exercice 6

Dans cet exercice, n est un entier naturel non nul.

On considére la suitéJf) définie par U J' (2t'5r+23)e"dt

1)a)Soit¢ la fonction définie sur [0 ;2] par P(t) = 2tt++23 . Etudier les variations desur

[0 ;2]. En déduire que, pour tout réele [0 ;2],35 d(t) sz

b)Montrer que, pour tout réetle [0 ;2], on a : e”< d(t) en <7 en

2 2
c)Par intégration, en déduire qu%n (e"-1)<Un s%n (en -1).

. (el
d)On rappelle queEm ( h j—l Montrer que, sil,) posséde une limite L, alor8&s L < Z
Arifi 2443 _ 5 _ 1
2)a)Verifier que, pour tout dans I, on a 12 =2 5o
P . ez _ 2t+3
En déduire I'intégralé = j - <2t .
t 2 2

b)Montrer que, pour tout t dans [0 ;2], onk<e" < € . En déduire quet <U_ <e x| .
c)Montrer que ;) est convergente et déterminer sa linhite
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Série 2 : Calcul intégral

Exercice 7

L'objectif est d'étudier la suite{) définie pour tout entian> 0 par :
1 n
Uo:Il 1 dgx et,poum=1,u, = [ —2——dx.

0/1+X2 011+X2

1. a) Soit f la fonction numérique définie sur[0; 1] par :
f(X)=In(x++1+x?).

Calculer la dérivéé' def. En déduireuy .

b) Calculerus,.

2. a) Prouver que la suitel{) est décroissante (on ne cherchera pas a calgler
En déduire que la suite ) est convergente.

b) Montrer que, pour tout nombre réehppartenant a l'intervalle [0 ; 1], on a:

1< VJ1+x? <42,
En déduire que, pour tout entiek 1, on a :

(1) 1 <1

— = _<u, < .
(n+1/2 n+1

Déterminer la limite deug).
1
3. Pour tout entier & 3, on pose 1, :J X"?y1+x2dx.
0
a) Vérifier que, pour tout entier> 3, on a U, + Up— = .
Par une intégration par parties portant gumlontrer que, pour tout entiez 3, on a :
Ny + (N = 1) Up 2 =+/2.
b) En déduire que, pour tout entiee3, on a :

: @ @ Lusy2.
c) A l'aide des inégalités (1) et (2), montrer qusudde (u,) est convergente et calculer sa
limite.
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Correction Série 2 : calcul intégral

Exercicel
COSX £ sinx
=[O gy e[S g,
0 cosSX+ Sinx 0 COX+ Sirx

T T H T H

N o0 55 % Sinx % COX+ Sirx SR o o

1) 1+J :j3—_dx+j3—,dx: 53— — dx d'aprés la propriété de linéarité
0 cosx+ sinx 0 cosx+ Sirx 0 cogt SiR

|+ :jflmx:[x]g dour |1+ J:g

Vs T H 1
< COSX 2 sinx COSX— SinX u
I-J=|3 —dx—| 3 —dx j rj3—()()dx

0 CcoSX+ Sinx 0 cosx+ sinx 0 co+ Sirk o uk)
En posanti X ¥ cog+ SIR on@a X(E=) cos S

donc zgz; 2:2§: l:((:(()) dou 1-J = j u (X)dx [ Ing 6<)])g [ If cos+ sy

soit 1 -J = In(%+§] INl= |1 =J = In (1 \/_3] )

2) On a le systéme formé des deux équatidrs] :7—; () t1-8= In(1+2\/ﬂ (2)
_m 1 (1443 ~ m_1., 1+ 3

(1)+(2):>|_6+2x|n( 5 J (D)-(2=>|3= 5 o r{ 5 J

Exercice 2

1 dx 1 ¥ 1
1) I=| ——; J=| ——=; K=| X+ 2.f Inf+~/ X+ 2
V== Bl JoY € Ingee £+ 2)
a) Posonsgy X ¥V X+ 2g estdérivable Bur comme conepdséonctions dérivables et :

g (0=—22_  soiflg ()2
21x2+2 e+ 2|

b) f (x)= In(u(x)), f est dérivable sk comme composée de foncténsables etf X F

avecu ()= x+v ¥+ 2= x+ g(X)= U'(X= ¥ ,—X2X+2 = U(XF X+wX/xi+2-

u'(x) _ 1 X+ X +2 R
f X = |f = :
poncona j@):U(X) X+ +2 AR +2 ®) JX+2

u(x)

=l \/XT IOJXZ—Q"X:L“TXNF[ (3], = @)~ f(0)
. _ _ 1+\/§
soit | = In(1+\/_3)— IV 2 |l = In_\/E
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Correction Série 2 : calcul intégral

! dx ] _ 10X ] _ 1
al—Ljﬁfz,J LV?T;¢,+<LJ%+2¢
j:% &+ 2<j1 1 X +2 x:j:\/x"+ 2dx[ car—a=\/_aj .

dx
OJX+2 j\/x2+2 Ja
Donc on a bien
b)K:EJ%+ZM:EBJ%+2dx

En utilise une intégration paarties: on posg X(9 1 v XAV X+ 2

u(x) = x v(»w%
K:j;\/x2+2dx:[uqz—j:u<\)dx@ :[ X/ "x+2} J' x
K:[ } jxx dx—[xx\/>%+2} j
Finalement on a

c) En utilisant les deux relationd+ 12K ()1 K= -3 () 2

a)J+2=

\/X_+2 [ X\/%(—'*'ZI)— N

On reporte Iquatiof )2 darfs) 1 on obtight 21 =3-J = 2J=3-2 = |J :g— 1.
Soit d'aprés la question 1) -3_ !F;—B’
2 2
Larelation( 3 donn& = 3J soit= —3§+ M - K—— 1+*/_3_
2 J2 2 J2
Exercice3
On considere lintégrald ; = J'Olt”e”dt , oU n est un emsarel non nul.
1) Il:j:tetht onposeut(¥tetv (3 é ,douuty Et V(z)% %
1 1 1 >
Doncllz[txlem} —J'llx_leﬂdt@ H:FX ez‘} —Feﬂ = Il:e +1.
27 Jy P72 2 ) L4, 4
n+l
2)In=j:t”e2tdt,on poseu (¥t et v(F & , dol uid t+1 etv'ed 2
n

g+ 1 L e 1 2
|, = xe” J' x2e"dt - | = x € ——I f** e dt
n+1 o n+1 n+1 o n+ 170

n+l L 2
- | ={ t+1’<92t} ) ilxl R N PR
n n
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Correction Série 2 : calcul intégral

e € ée+1 -1

3) onprench= L, RB=€- B = I2:E—Il«=» |2=E_ Yol IZ:—4

. e 3 g 3¢€-1 e+ 3

sin=2,alors: 2, =€’ - s l,=——, ol ;=————— = || ,=—|.
3 Bl 2 2% ' 2 2 4 ° 8

4) 1= (13 + 3t2 + 2t)e2t dt .
=] (t°+a*+2)e*dt=[ t%e* dt+ [ 3t€ de- 2 té dt En utilisant la linéarité de lintege.

| =1,+3,+4,

f+3 -1 _é+1 _ é+68+4&+r3 64 | _ 118+ f
8 4 4 8 8

Exercice4

e e
On posd, :jxdx et, :J'x (Ik "dx pour tout n entier non nul.
1 1

e 27 2
1)I0=dex:{x—} =£ 1.
1 2 1 2

I, = [ x(Inx)dx , On utilise une intégration par parties:

R —0

X2

Onposeu X ¥Fxet vK¥ Inx,douu Q@E etv'(xé1
X

2

T _ e e oo e 1 2. 1 e x
Il—.[X(InX)dX—[UX\]l—J-l T vdx{zln %l— x> d;{—ln }i_j_ dx

12 X 2 12
2 e 27®
Soit,llz{% Inx} {XZ} = I1:§2—§+14@ I, = ézl
1 1

2) 1, = [x(nxydx < 1, =] x(Inx™ dx
1 1
En effectuant une intégtion par parties sur,,

Onposeu X ¥ xet vixE( n}y™ , douu Q(z))(?2 etv'0d (A 5).(%( In)X

e e 2 n+ ¢ e X° n
Lo = [ x(n )™ dx=[ w ff - [ wx v dxe ,Ll:{%X(In ¥ 1} —jlizx( H—l)%(ln X d
1 1

€ n+lge n € n+l ] —
=57 ,X(Inx)" dx = ha==~—l,.ainsiong B, + r(+ 1), =e
e € €+1 €-1
Pourn=1ona: B+ |g:e2@|2:5—|1©|2:3— YR IZ:—4.
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Correction Série 2 : calcul intégral

e e
31, -l = j x (InX )™ dx— j x(In X" dx en utilisant la linéarité de lintéde, on a
1 1

n+l

-1, :J'(x(ln x)™ = x(In x)“) dx en factorisant pax (Ix") , ona
1
Lyt =1 = [X(In%)" (In x~1) dx
1

Pour toutx de lintemdle [Le], X(InX)'=0et Inx- K 0

Donc :x (Inx)' (Inx- 3 < 0, la positivité de lingeale permetd'écrirej x(InX)( Inx L dg 0
1

Dol ~1 < 0=l . <I,

, on en conclut que la suite () est décanits

n+l -

2

e
Montrons que : <, < :
n+3 n+2

. . o ) € n+l
La relation du 2° peut s'écriret, 2 + n{ |1Fe” < IM_E__ZI”
e n+l
Commel ,, <1, anrsE—Tl <l ., enremplaghnt  par sa valeur.
e n+l € 1 é 1 € _n+3 | €
— ., <, e =< +— & —=<|1+— || & —< |, soit <l,
2 2 2 2 2 2 2 n+3

Pour montrer le deuxiéme membre de linégalitéjtdise le méme raisonnemesatl rangn :

onal ,<I =1 <l _,

2
. . e 2
La relation du 2° peut s'écrire auramg I;2nl , =€* = I, =—-=1_
n n
e 2
l,<I., =1, <—-—=I ,enremplacant_, par sa valeur
n n
2
e 2 2\ € e é
| <—-—=1_ <=1 _|1+—|<—, d'ouapres simplificationt <
""n n" “( n) n P P T2
EZ &
En grouppant les deux inégalités on obtiept—< 1 <
n+3 n+2
e’ €
4) lim =lim =0, d'aprés le théorenues gendarmes, onja: lim= | O.
n+3 n+2
La suite (, ) converge vers 0.
e’ & = € x é
<l < N <nx| <
n+3 n+ 2 n+ 3 n+ 2
. nxg . nx€ . mxé . L ,
lim 3 =lim e =lim = ¢’ d'aprés le théoréme des gendarmes, ginanl =€
n n

La suite (I ) conveye verse® .
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Correction Série 2 : calcul intégral

Exercice 7

. 1 X 11
Pour tout entier naturel> = ———=dx etf=| —— dx
ll“ .[0 /1+X2 t6 -[O /1+ X2

1)a) On considere la fonctidn  définie sur [0;1: pdx) = In(x+ V1+ X )
f est dérivable comme composée de fonctions déasail:

1+ 2X X+/1+ ¥
fi(x) = —2NIEX V1+xe f'(x):M NICE 1

X+1+ X X++/1+ X V1+ X
Dlou, U, = dx=[ £, = F@- f(0).soity = If + Y .

1
0 [1+X2
1 1 2 1 h 1 1 ) '
P 4 e e O ez O [ 3] sof e 24

2)a)Pour tout entier naturel  1r = jl

X dx
0 [1+ X2
_ 1 Xn+1 1 Xn
u +1 - Un - J.OW dx_jom dX

J' J’l Xn(l X)
V1+ X2 V1+ X
X' (1-X)

Pour tout réek[d [O; 1]7 0 etdxs O, donc—

Vi1+x? Vi+x?

Par passage a l'intégral (positivité de l'intégoaleonservation de l'ordredn en déduit que:

dx dapres la linéarité des intégrales.

Uy — _le (1) dx< 0, la suite {} ) est donc décroissante.
V1+ X
X" X" . :
—20 - u, = dx= O.La suite (1, ) est minorée par 0.
1+ % J. °J1+ X

(u,) est minorée et décroissante, elle est donc cgawee.

b) Pour tout réetd [0;1], on a:D¥ < 4 <1+¥s< 2 <1 +¥<d 2.

: 1 1 . , " .
En prenant linverse on a= < < 1, en mulapk parx” qui est positif, on obtient:

NEEENT

n n

X X
< < X", le passage a l'intégral don e—dx< dx< | X dx
V27 1+ R I:i J.O V1+x2 '[
n+l n+1 1
d'ou: 1,X <u, < X o 1 suns—l @).
f n+1 | n+1|, [V2(n+1) n+1
lim =lim 1. 0, le theoreme des gendarmes permebdelare que linu, = 0
" +°"\/_(n+1) n-te n+]1 N +oo
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3)a) Pour tout entier natunek 3, on pokes J'lx”‘Z\/ + xt dx

LXTE(X+1) 1 g2 a _
jmd Imd I m d)@joﬁk\/ §<+1dx(car\/gl J A

Donc on a biefu, +u._, = |

on au, +Uu,_,

n

En utilisant une mtegrathoar parties:
n 1

-1
W) =1+ 2 w(R=——

1+ X?

1= [ x21exEdx=] V(9% w3 dx en posant v '3 % v(x%

D'ot: I, =[v (x)x W(X)]z —J-Ol v(X)x W( X dx

-1t n-1
soit | = \/1+x2><x X gx
" { n—ll J'On—l J1+ %2
n n-1
=21 X, X

X
N = car:
n-1 n-17°y1+x -1 \/1+x2 (n—l)\/1+x2

. 1
Donc finalement on a i -—u

" n-1 n-1"
commeu, +u._, = |, en remplacant I'expression de ,

on obtient apres simplificatiomu, + nc d), = J2.

b) La suite (¢n ) esdécroissante, donc on a :
u,<u_, = (N-1)u,<(n-1)y_, en multipliant par - 1)
< nu,+(n-1)y,< ny+(n1) y, enajoutantny
= nu, +(n-1)y, <2 puisqueny,+ @ 14, =y 2

ainsiona: | (A- I%SIZ (2)

c) Larelation(2) donne (8- l)nS\/_Z:» u, < - 2 O

J2
2n-1
1 42

d'ou en utilisant la relation 37 Su, £——=<
(I( n+1) n+l” 2n-1

1 2

ona Iencadrementi <u <snys<—=<
f(n+1) n+l 2n-1

J2(n+1)” h 2n—1
1 o2 _J2_ 1

=— =— (en utilisant la limite du quotiemte deux polyndmes

. n
im ——=— et Im —
na+oo\/§(n+l) \/_2 n-+o 2 —71 2 \/E

Le théoreme des gendarmes permet de conclure guenu| =

n - +oo

et en multipliant pa‘

sl

La suite Qu, ) converge verl—

J2
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