Révision 5 - 4M

Exercice 1

Partie A : Etude d'une fonction

f est lafonction définie sur IR par f (X) = x2ex.
1. Calculer leslimites def.

2. Etudier les variations de f.

3. Tracer la courbe C représentative def dans un repere du plan, en prenant une unité graphique de

2cm.

1
PartieB : Calcul del = [ x’e *dx.
0

1. A I'aide de deux intégrations par parties successives, caculer lavaleur exactedel.

2. @) Déterminer lesréels a, b et c tels que F(x) = (ax2 + bx + ¢)e* soit une primitive de f sur IR.

b) Retrouver alorslavaleur del.

3. Déterminer en cm? I'aire du domaine compris entre |'axe des abscisses, la courbe C et les droites

d'éguationsx=0et x = 1.

1

Partie C : Encadrement de J = { ﬁdx :

1. Démontrer que pour tout réel ude[0; 1] ona: 1- usﬁlus 1—% .
2. a) Justifier que pour tout x de [0, 1], f (X) € [0, 1].

b) En déduire que pour tout x de [0, 1], 1— f (x) 1 1 (%)

< <1l-
1+ f (x) 2

3. A l'aide de cette inégalité, trouver un encadrement de J d'amplitude 102
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Révision 5 - 4M

Exercice 2

Partie 1

On appelle A I’ ensemble des entiers naturels ni multiples de 17 ni multiples de 59. Soit aun
élément de A.

1. 59 est-il un nombre premier ? Justifier.

2. Enoncer le petit théoréme de Fermat.

3. Quel est lereste de a¢ dansladivision par 17 ?

4. Quel est lereste de a8 dans ladivision par 59 ?

5. Sachant que 16 X 58= 928

Endéduirequeazs = 1[17]; queas = 1[ 59] et que & -1 est divisible par 1003.

Partie 2

1. Déterminer al’aide de |’ Algorithme d’ Euclide un couple d’ entiers relatifs solution de I’ équation
121x—-928y =1

2. Résoudredans Z x Z |’ équation 121x — 928y = 1.

3. En déduire que X, = 905 est le seul entier naturel inférieur 2928 tel que I’ on ait

121%, = 1[ 928].
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Révision 5 - 4M

Exercice 3

Dans le plan P rapporté au repére orthonormal direct (O; 4, v ), unité graphique 2cm, on considére
lespoints A et B d' affixes respectivesza =—1 et zs = 3i.

Soit lafonction f de P privé du point A dans P qui, atout point M d’ affixe z, associe le point M’
y ee , , _ [ z=3i

d affixeZ tellequez = I(—z+1) D).

1. Quelle est I’ affixe du point C' image par f du point C d’ affixezz=2—-1 ?

2. Soit D’ le point d affixe 1. Montrer qu'il existe un seul point D tel quef(D) =D’.

3. Déterminer la nature du triangle ABC.

4. A I'aide de I égalité (1), montrer que, pour tout point M distinct de A et de B :

oM’ = et (G,OM')=%+<MZ,ME) [ 27].

5. On considere les ensembl es des points suivants :

- L’ensemble (E) des points M tels que I'image M’ soit située sur le cercle (I') de centre O et de
rayon 1.

- L’ensemble (F) des points M tels que |’ affixe de M’ soit réelle.
Pourquoi le point D appartient-il a ces ensembles ?

6. Utiliser la question 4 pour déterminer et construire les ensembles (E ) et (F).

7. On considere larotation R de centre O et d’angle % . On note C; I'image du point C par R.

a) Déerminer I’ affixe de C..

b) Montrer que C, appartient al’ ensemble (F).
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Révision 5 - 4M

Exercice 4

On munit I'espace d'un repére orthonormé (O; Ol ,0J,0K ) comme sur lafigure en annexe.

On note A le point de coordonnées (4, 0, 0), B le point de coordonnées (0, 2, 0) et E lemilieu de

[AB]

1. Pest le plan qui a pour éguation cartésiennex +2y +z—4=0
a) Démontrer que I'intersection de P et de ladroite (Ol) est le point A, puis que l'intersection de P et
deladroite (OJ) est le point B. Chercher les coordonnées du point C qui est I'intersection de P et
deladroite (OK) et e placer sur lafigure.
b) Quelles sont les intersections de P et du plan (OIK), puis de P et du plan (OJK), puis de P et du
plan (O1J) ? Placer cesintersections sur lafigure.
c) Calculer ladistancede O aP

2. Chercher une éqguation cartésienne du plan médiateur de [AB] noté P,
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Révision 5 - Corrigé- 4M

Exercice 1

PARTIE A
1 lim e*=+w g lim x*=+o gone I|m f (X)=4o

X— —0 X— —0o0

X2
lim — =0car al’infini I’exponentielle I’emporte sur toute puissance de x.

X— 400 e

2. f est le produit de 2 fonctions usuelles dérivables sur R et (uv)' = U’ v+uv’
VXeR f'(x)= 2xe *—x’e *=x(2—x)e™*. ]

X -0 0 2 +o0 L
X(2-X) - 0 + 0 -

g + + +
f'(X) - 0 + 0 - r

PARTIEB
1

11= fxze_xdx Onposeu(X)=x2 U(X)=2x V(X)= e * e v(x)= —g*
0
Lesfonctions u et v sont dérivables sur IR et leurs dérivées sont continues. D’ apres |e théoreme sur

1
l'intégration par parties fuv'z[uv]—f u'v.Doncl = [—xze"x];—f —2xe Ydx = e 1+ 2f xe™*dx
0
Onposeu(X)=x U(X) =1 v(x)= ¢* e vX=-g*
1
» i y B _ .l _
1= —e 42| [-xe |- [ ek | = —eto2e_2[el=—5e Tt 2

0
2.3) On doit avoir F =1.

Or,VxeR,F(X) = (2a+b)e*+(ax2+bx+c)(—e™*) =e *[—ax2+(2a—b)x+(b—c)]
—a=1

Il suffit que { 2a—b=0 . F définie par F(X) = (-x2-2x-2) e * est une primitive de f sur IR.
b—c=0

b)doul = [F(x) ] =—5e '+2
1

3.f est continue et positive sur IR donc A= ff Jdx enu.a , or1u.a =4cm?donc
0
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Révision 5 - Corrigé- 4M

A =8—-20e! cm?.

PARTIEC
1.Vue[0'1],i—(1—u)= ue . u2>0 et1+u>0donc izl—u .
' 1+u 1+u 1+u
u 1  u(l-u) u_ 1
- = .u=0,1-u>0el1+u>0d 1-——>—.
2 1+u 1ty - u4z01-u U=zt LTS5 =T

2.9) f est croissante sur [0; 1] donc V x € [0; 1] f(0) < f(x) < f(1) or f(0) =0 et f(1) < 1 d' ou f(x) € [0; 1]
b) On remplace donc u par f(x) dans |’inégalité précédente

1 1
3.En intégrant cette inégalité sur [O; 1] on obtient f (1—f( dx\f dX f (1——X)
0

1 1
D aprés lalinéarité de I'intégrale [ 1dx —1 <J< fldx——ldou 1-1<J<1- %I
0 0

Orl-1~0,839 et 1—% | ~ 0,919 donc 0,83 <J< 0,93.

Exercice 2 Spé SVT ou Physique

Partie 1
1. Comme Q'(t) = -k Q(t), il existe unréd Ctel que Q(t) = Ce*. D'autre part Q(0) = 200, on a C = 200 et
donc Q(t) = 200e*.,

200 _

2. Q(1) = 160, donc 160 = 200e*, dou In 160 =In 200 — k, soit k =In 160 - In % ~ 0,22.
3. Q(t) = 200e°2 est toujours positif.

Q'(t) =-0,22 Q(t) est donc négatif et 200+
Q est une fonction décroissante.

Deplus, IL'TO Q=0 donc sur [0, +oo],
lafonction Q décroit de 200 a0.

150+

1004

4. Q(t) > 80 < 200e°2% > 80

o e%2>04<-022t >In04

—In0,4 >
022 ° ‘

~In0,4 . —

ot

Comme ~ 4,16, il faut procéder o ~ 5 1o 15 " 20 25

aune nouvelle injection avant 4,16h.

Partie 2
1. R(t) = Q(t) — ﬁ— ,donc R'(t) = Q'(t) = A —kQ(t) = k( ':‘— —Q(t)) =—k(Q(t) — ':‘— ) =—kR(t). R est donc
solution de I'équation différentielley' = —ky.
2. On en déduit qu‘iI existe unréd Ctel que R(t) = Ce*. A l'instant t = 0, Q(0) = 100, donc
A A

R(0)=Q(0)~ |~ =100~ i~ =C.Onadonc bien R(t) = (1oo—k—)e‘kt .
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Révision 5 - Corrigé- 4M

Al .k A
Kk k

Comme R(t) = Q(t) — ﬁ—,Q(t) =R() + ':‘— = (100—— e +—.

3. Lorsquet tend vers +oo, e*t tend vers 0, donc Q(t) tend vers A . Pour gue cette limite soit égale a 80, il

k
faut que A = 80k = 17,6.

Exercice 3

, o [2=i=3i\ . [(2—-4i)(3+i)\_, .
1.C apourafflxe.l( 51 )—I( 10 )—1+|

2.f(D) = D’ ssi i(z-3i) = z + 1. On obtient z:%=1+i |

3.AB2=10; AC2=10; BC?=20. Letriangle ABC est donc rectangle isocele.
4. On peut interpréter géométriquement cette égalité :

z-3i |z 3i|_BM _, e, , _ BM
a) en modules : |||| | 1] A =|z'| , on obtient I’ égalité: OM’ = AM

b) avec les arguments. arg(z )= (u;OM")

i(z—3i ))=agi 8 (z—3i _
z+1 z+1
D’ou I’ égalité demandée.

5. D’ apour affixe 1; cette affixe est égale au rayon du cercle donc D appartient a (E), d’ autre part
cette affixe est réelle donc D appartient aussi a (F).

6.d) M'el0OM'=1=<BM=AM donc (E) est lamédiatrice du segment [AB].

b) Considérons d’ abord les points M distinctsde A et de B :

L’ affixe de M’ est réelle @%-F(MA’,MB) ke (MA ; MB)= 7+kn.

‘IT(—»

- +(MA MB)+k-2m , ke R,

et arg

(F) est donc le cercle de diamétre [AB] privé des points A et B.

Si M =B, aors z' =0, cette affixe est réelle donc B appartient a (F).
(F) est donc le cercle de diamétre [AB] privé du point A.

7.d@) C,apour affixe:izc=1+ 2i.

b) L’image de C; a pour &ffixe: 2’ = '1+2'_3'—'( - )—21“

'"Troit1 \2+21)” (1+i)
Cette affixe est réelle donc C, appartient al’ ensemble (F).

N |-

Exercice 4

Partiel

1. On applique le théoreme de Pythagore dans les triangles rectangles isoceles :

BC2=AB2+ AC2=2a puisDC2= AD2 +AC?2 = 222 et BD2 = AB2 + AD2 = 22, |es 3 cités sont
bien égaux

2. 1 est le milieu de [DC] donc (Al) est une médiane du triangle ADC mais puisque ce triangle est
isocéle en A clest aussi une hauteur donc (Al) L (DC) puis Al L DC etdonc Al-DC= 0
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Révision 5 - Corrigé- 4M

1 a) Intersection de P et (QOl).

Le point d'intersection a des coordonnées qui vérifient les 3 conditions: x +2y +z—4=0ety=0
et z=0, ontrouve que x = 4. Le point dintersection est A (4, 0, 0).
Delamémefacon: PN (OJ) ={B} et PN (OK) ={C} avec C (0, 0, 4).
b) L'intersection de P et (OIK) est une droite qui passe A et C, c'est (AC) puisP N (OJK) = (BC) et
P N (OlJ) = (AB). Faire le dessin.
d) Par coursladistancede O aPest = 0+2x0+0-4 - 4 V6

= == 22—
Jiz+ 22412 B 3

2. Méthode possible :

P, est |e plan passant par le milieu de [AB] et de vecteur normal AB . Le milieu de[AB] est

G(2, 1, 0) et les coordonnées de AB sont (-4, 2, 0). Une équation de P, est donc
—4x + 2y + 0z + d = 0 et les coordonnées de G vérifient cette équation car G est dans P; donc

—8+2+d=0etd=6douuneéguation de P, est—4 x + 2y + 6 = 0 ou une autre
—2x+y +3=0.
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Révision 5 - Corrigé- 4M

Exercice 2

PARTIE 1

1) 59 est un nombre premier car il N’ est pas divisible par un nombre premier inférieur asaracine
caréecestadirepar2;3;5€t7.

2) PETIT THEOREME DE FERMAT :

Si p est un entier naturel PREMIER, si aest un entier non divisible par p

alorsar1 —1 est divisible par p.

3) an'est pas multiplede 17, 17 est premier donc d’ apres |e petit théoréme de Fermat |e reste de ats
dansladivision par 17 est 1. donc at¢ = 1[17]

4) an’est pas multiple de 59, 59 est premier donc d aprés le petit théoréme de Fermat |e reste de a88
dansladivision par 59 est 1; donc &8 = 1[59]

5) Sachant que 16 X 58= 928

a8 = (a%%)® comme a6 = 1[17] on a(a%)*® = 158 [17] donc a8 = 1[17]

a8 = (a®)®commea® =1[59]ona(a®)® =11 [59] donca = 1[59]

a8 — 1 est divisible par 17 et 59 premiers entre eux donc est divisible par leur produit 1003.

PARTIE 2

Dappliquons I’ Algorithme d' Euclide 2 928 et 121

928 =121 X 7+ 8l avec 0 <81 < 121 égdlité( 3)

121 =81 X 1+ 40 avec 0= 40 < 81 égdité (2)

8l=40x 2+lavec0=<1<40égdite(1)

daprés|’ égalité (1) 1=81-2x 40

d apres!’ égdité(2) 1=81-2x(121-81)=3x81-2x 121

d'aprés|’ égaité(3) 1=3(928—-121 X 7)—2 X 121=3x 928-23 x 121
un couple solution d’ entiersrelatifsde |'éguation 121 x —928y = 1 est ( -23; -3)
2)121x-928y=1<121x—-928y =-23 X 121 -928 X (-3) =

121 (x+23) =928 (y +3)

121 divise 928 (y +3)

121 est premier avec 928 ( dernier reste non nul 1 dans |’ algorithme d’ Euclide)
donc d aprés le théoréme de Gauss 121 divisey +3doncy = 121k —3aveck € Z
en remplacant dans 121 ( x +23) =928 (y +3) on obtient x = 928k — 23

les couples solutionsdans Z X Z de 121 x — 928y =1 sont ( 928k —23; 121k —3) aveck € Z .
3) 121 x,= 1[928] < il existe un entier relatif qtel que 121x = 928q +1

donc méme éguation et mémes solutions (X ; y) onveut 0 < x <928

0 =928k —23 <928 apour seule solution entiere k = 1 donc x, = 905

donc x, = 905 est le seul entier naturel inférieur 2928 tel quel’on ait 121 x,= 1[ 928]
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