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MATHEMATIQUES AUX LYCEES

41 Exercices et Probléemes corrigés

Exercice 1

Cet exercice est un questionnaire a choix multiples.
Pour chacune des trois questions, trois réponses sont proposées ; une seule de ces réponses convient.

1) Voici la courbe représentative d'une fonction f sur I'intervalle [0 ;6 [.
¥
4

Sur I"intervalle [0 ; 6 [, la fonction composée x HIn [ f{ x) ]

a) est strictement croissante.

b) a les mémes variations que f

c) a les variations contraires de celles de f

2) Soit g la fonction définie sur 10 ; + ©o[ par g(x) =4x-2Inx.
Dans un repére, une équation de la tangente a la courbe représentative de g au point d'abscisse 1 est :
a)y=2x+2.

b)y=4x-2.

c)y=2x+6

3) L'ensemble des solutions de I'équation 2 In x = In(2x + 3) est :
a) I'ensemble vide.

b) {-1; 3}.

c){3}

Correction

1) Sur |'intervalle [0; 6 [, la fonction composée x H+In [ f( x) ] a les méme variations que la fonction f: en
effet la fonction f est a valeurs positive sur l'intervalle [0 ; 6[ et la fonction In est croissante sur ]0 ; + ©[ donc
elle ne change pas les variations de la fonctions f.

2) Soit g la fonction définie sur ]0 ; + o[ par g(x) =4x-2Inx.
g'(x)=4-2/x,9'(1)=4-2=2,g(1)=4-2In1=4

équation de la tangente a la courbe représentative de g au point d'abscisse 1 :

y=g'(1)(x-1) +g(1) soity=2(x-1)+4doncy=2x-2+4
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donc la bonne réponse est : y = 2x + 2.

3) Résolution de I'équation 2 In x = In(2x + 3) :

Ensemble de définition de cette équation :

Cette équation a un sens six >0 et 2x + 3 > 0 donc pour x > 0 et x > -3/2.

Par conséquent, il faut que x >0

I'ensemble de définition de cette équation est donc ]0 ; + col.

Résolution de cette équation :

Inx?=1In(2x + 3) soit x> =2x+ 3 ou encore x-2x-3=0

en calculant le discriminant fide cette équation on trouve deux solutions : -1 et 3.
Mais -1 € ]0 ; + £2[. La bonne réponse est donc {3}

Exercice 2

Le plan P est muni d'un repére orthonormé (0,17, j)d'unité graphique 2 cm.

On s'interesse dans ce probléme a une fonction f définie sur l'intervalle 10 ; + 2.

On note C la courbe représentative de la fonction f dans le plan P.

Partie A:

Soit g la fonction définie sur l'intervalle ]0; + co[ par: g(x)=x*>-1+Inx.

On désigne par g' la fonction dérivée de la fonction g.

1. Calculer g'(x) pour tout réel x appartenant a l'intervalle 0 ; + col.

En déduire le sens de variation de la fonction g sur l'intervalle ]0 ; + ool.

2. Calculer g(1) et en déduire I'étude du signe de g(x) pour x appartenant a l'intervalle ]0 ; + oo .

Partie B :

On admet qu'il existe deux constantes réelles a et b telles que, pour tout nombre réel x appartenanta O ; +
co[,

F(x)=ax+bh-BE
x
1. on désigne par f ' la fonction dérivée de la fonction f.
Calculer f'(x) pour tout réel x appartenant a l'intervalle ]J0 ; + oo .
2. Sachant que la courbe C passe par le point de coordonnées (1 ; 0) et qu'elle admet en ce point une tangente

horizontale, déterminer les nombres a et b.

PartieC:

On admet désormais que, pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle ]0 ; + ©o[,
In x

HOEEESE

1. a. Déterminer la limite de la fonction f en 0 et donner une interprétation graphique de cette limite.
b. Déterminer la limite de la fonction fen + co.
2. a. Vérifier que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle J0 ; + o[,

sixy = B2

x
b. Etablir le tableau de variation de la fonction f sur l'intervalle ]J0; + cof .
¢. En déduire le signe de f(x) pour x appartenant a l'intervalle ]0 ; + co[ .
3. On considére la droite D d'équation y = x - 1.

a. Justifier que la droite D est asymptote a la courbe C.

b. Etudier les positions relatives de la courbe C et de la droite D.
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c. Tracer la droite D et la courbe C dans le plan P muni du repere (o ;;; :-;:'

PartieD:

On note A la mesure, exprimée en cm?, de |'aire de la partie du plan P comprise entre la courbe C, I'axe des
abscisses, et les droites d'équationx=1letx=e.

1. On considére la fonction H définie sur l'intervalle 10 ; + ca[ par H(x) = (In x)2.

On désigne par H ' la fonction dérivée de la fonction H.

a. Calculer H'(x) pour tout réel x appartenant a l'intervalle ]0 ; + cof

b. En déduire une primitive de la fonction f sur l'intervalle 10 ; + ©o[

2. a. Calculer A.

b. Donner la valeur de A, arrondie au mm?

Correction

Partie A:

Soit g la fonction définie sur l'intervalle ]10; + co[ par: g(x)=x*-1+Inx.
1.

g'(x)= 2.7r+l
x

1
pour xe]l; 4o, 2xx>0 egf —=0dencg'z)=0

x
on en déduit que la fonction g est croissante ( strictement ) sur l'intervalle 10 ; + co[.
2.g(1)=12-1+In1=0+0=0
en utilisant le fait que la fonction g est strictement croissante sur ]J0 ; + ©o[ et g(1) = 0 on en déduit le signe de
g(x) pour x appartenant a l'intervalle 10 ; + o[ :

x |:| 1 + oo
g(x) +
g} - 0
Partie B :
1.
1
—xx—1xln x 1-1n x
Fix)=a- = —a-—21
x* x*

2. La courbe C passe par le point de coordonnées (1 ; 0) et qu'elle admet en ce point une tangente horizontale,
fll)=0etf'(1)=0soit:
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f{l):D@a+b—$:D@a+b:D
FM=0ea-tloos go120
a+bh=10 b=-1
—

a—-1=10 a=1

|
FR)=x-1- ==
PartieC:
l.a.
Sy = xm1-2E

x
lim (x—1)= -1
lxiﬂlnx:—m Clnx lin}:‘f(x]:+m
. lim = - i
11n%|x:0+ x>0y

la droite d'équation x = 0 est asymptote a la courbe C

b.

lim (x=1) = +wo

n x lim F(x)=+4c0

].lm :D = +w
K= +w x
2.a.

—xx—1xlnx 1-1 2

, x —lnx xx2-1+lnx gix)

Fix)=1- —1- - -
xz Xt xe x®

b. f'( x) est du signe de g(x) sur ]0; + ©2[, on en déduit les variations de f:

x |0 1 + o

f’r’x)‘ - 0+

) "m ~_ 7
0

c. 0 est le minimum absolue de la fonction f sur son ensemble de définition on f(x) =0 pour tout réel x

appartenant a l'intervalle ]0 ; + ©of .
3. On considére la droite D d'équation y = x - 1.

a.
f{xj_{x—ljzx—l_lﬂx_(x_-l):_lﬂ_x
lim In x =0= lim [f(x)—(x—‘l)]: (0
e X T +w

donc la droite d'équation y = x - 1 est asymptote a la courbe Cen + oo,
b.
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Etudions le signe de f(x) - (x - 1) d'apres a. il est du signe de - In x soit :
-Inx>0équivautalnx<0ouencorelnx<In1lsoitx<1:

six < 1alorsf(x)-(x-1)>0doncsurl'intervalle ]0; 1 [,

la courbe C est au dessus de I'asymptote D.

six>1alors f(x) - (x- 1) < 0 donc sur l'intervalle ]1 ; + oo,

la courbe C est au dessous de I'asymptote D.

Six =1, la courbe C et la droite D se coupent en un point de coordonnées (1 ; 0)
c.

PartieD:
1. a.
Hix)y=1{ln x)?

H =u? avec u(le:lnxju'(x):l
x

ln x

H':Eu'uiH'(:{):EKLInx:E
x

X

b. une primitive de la fonction f sur l'intervalle ]0 ; + ©o[ est la fonction F définie par :
2

F(x)=x?— x—%(ln x)?

2.a.b.

[%—e— 1 (lne)*— (%— 1- %(ln 1)2]:| =

Exercice 3
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Partie A

Soit g la fonction définie sur 10 ; + o[ par g(x) = x* + 3x- 4 + 4 In x.
1. Déterminer les limites de gen 0 et + oo,
2. Soit g' la dérivée de g. Montrer que :
, 2x*4+3x+4
gilx)=—m—
x
3. Dresser le tableau de variations de g sur ]0 ; + col.

4. Calculer g(1) et en déduire le signe de g(x) sur ]O ; + cal.

Partie B
Soit f la fonction définie sur ]0 ; + co[ par :
41
Fix)=x+3lnx- 27
x

On appelle (C) la courbe de f dans un repére orthonormal (01, J;:'(unité 3cm).
1. a. Déterminer la limite de fen + tOo.
b. Déterminer la limite de fen 0 ; on remarquera que :

Ffixi= x+[3—i]1nx

x
Que peut-on en déduire ?
2. a. Montrer que pour tout x strictement positif :

. gix)
fi(x) = 22
x
b. En utilisant les résultats de la partie A, étudier les variations de f sur l'intervalle]0 ; + co[.
c. Dresser le tableau de variations de f sur l'intervalle ]0 ; + col[.
3. On rappelle que pour tout x de l'intervalle ]O ; + oo,

Ffixi= x+(3—i]1nx

x
Donner les solutions dans l'intervalle ]0 ; + co[ de I'équation f(x) = x.
4. Tracer (C) et la droite d'équation y = x.

5. Interpréter graphiquement le résultat de la question 3.

Partie C

1. Montrer que la fonction F définie sur l'intervalle ]O ; + co[ par

Fixi= %xz— Ax+3xln x— 2({ln x)?

est une primitive de f sur l'intervalle 10 ; + co[.

2. On considéere dans le plan le domaine (D) délimité par la courbe (C), I'axe des abscisses et les droites
d'équationsx=1etx=e.

a. Hachurer le domaine (D).

b. Calculer I'aire du domaine (D) en unités d'aires puis en cm?. On donnera la valeur exacte puis la valeur
approchée arrondie au mm? preés.

Correction

Partie A
1.
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gizxi=x*4+3x-4+4lnx
lin%lx2+ ix—4=-4

11 = —00
liml:I 41n x = —oo xl—rﬁl g(x)
lim x4+ 3x—4 = +w
T lim g(x) =+
lim 41ln x = +co K= +w

¥t
2. Soit g' la dérivée de g.

2
o'x) = 2x+3+i: (2x+321x+ 4 _ dxf+E3x+4
x x x

3. g'(x) est du signe de 2x? + 3x + 4 calculons les racines de ce polynéme :
£=32.4 %2 x4=9-16=-7<0donc2x*+3x+4n'a pas racine et reste toujours strictement positif, par
conséquent g'(x) >0 sur ]O; + ca[, il en résulte que g est croissante sur ]0 ; + co[

x| 1 + o
e ¥
Aol
| e
-0

4.g(1)=1+3-4+4In1=0
donc g(x) <Osur]O; 1[ et g(x) >0 sur ]1;+ col.

X | 1 + oo

g@l[ - 0 4+
Partie B
1. a. limite de fen + co.
d1n x
x

Fixy=x+31ln x -

lim x» =4

= +w

lim 3ln x = 4o > lim fi{x) =400
K= +w

= 4o

im BX g i BT

¥ 4w K= +wo x

b. lalimitede fenO;

Ffixi= x+(3—i]1nx

X
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x+(3—i]1nx:x+31nx— = Fix)
x

X

Ffixy= x+[3—i]1nx
x

. =4 . 4
lim —=-w = 11mt(3——J=—m 4
¥=+0° oy =0 x = lim (3—_]1nx=+m

¥—= 0 x

liiﬁlt Flx) =40

lim x=
¥—= 0"

On peut en déduire que la droite d'équation x = 0 est asymptote a (C)
2. a. Pour tout x strictement positif :

F(x)= 24300 x- HBF
%
4
—xx—4ln x
f'(xj=1+i—x =1+E_4 4ln x _
x x? x xt

x2+3x_4—41nx x*+3x-4+4lnx gix)

2 2z

x % % % x
b. f'(x) est du signe de g(x) dont le signe a été trouvé Partie A 4.
c.

-*—'Hnl:1

F()=1+43ln1-

% |0 1 +

) +

+ too
) \ 7
1

3. On rappelle que pour tout x de l'intervalle 10 ; + o,

fixi=r»s x+[3—i]1n x:xﬂ:}[B—i]lnx:D

X X

B—i:[] o 111;*.':[]{1}3:i o xr=1&=
x x

Zx=4 ou x:1<:‘>x:§ o x=1

S={1,;4/3}

4,
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5. La droite d'équation y = x coupe la courbe (C) en deux points de coordonnées (1; 1) et (4/3 ; 4/3)
Partie C

1.
Fixy= %x2—3x+3x1n x— 2(ln x3?

Flay=x-3+3{lnx+ xxl}—EXELInx: x—34+3n x+3—w

X X X

— a3l a- BT gy
X

donc F est une primitive de f sur l'intervalle ]0 ; + cal.
2.a.

(C)

Hor

i
i
b

e
e
EE

i
fe
S

AT
S
(i

L

P

e
bt
e H
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b.
[[rmax=[FT=FE-FO

- 1522 —Ze4+3elne— 2(ne)? - (%12 —3]

:1—22—3€+3e—2—l+3: —e +1— 1.k
2 2 2

laa. = 3%2cm?® = Yom?

en cm?.
Exercice 4

Le plan est rapporté au repére orthonormal (o 1, }:'. (L'unité graphique est 2 cm).
Le but du probleme est I'étude de la fonction f définie sur l'intervalle ]0;+ co[ par :
Fx) = x—1+3— 2lnix)

x x
puis de calculer une aire.
1) On note g la fonction définie sur l'intervalle ]0;+ co[ par : g(x) =x2 - 4 + 2 In(x).
1) Calculer la fonction dérivée g' de la fonction g.
2) Déterminer le sens de variation de la fonction g.
(On ne demande pas les limites en 0 et en + ©0.)
3) Résolution de I'équation g(x) = 0.
a) Démontrer que sur l'intervalle [ 1 ; 2 ] I'équation g(x) = 0 posséde une solution unique {¥.
b) Donner un encadrement d'amplitude 10 de ce nombre ¢¥.
4) Déduire de ce qui précede le signe de g(x) suivant les valeurs de x,
dans l'intervalle ]0;+ oo,
Il) 1) Déterminer la limite de f en 0. Qu'en déduit-on pour la courbe C ?
2) Etude en + 0.
a) Déterminer la limite de fen + ca.
b) Démontrer que la droite D d'équation y = x -1 est asymptote a la courbe C ?.
c) Déterminer les coordonnées du point A commun a la courbe C et a la droite D.
d) Etudier la position de la courbe C par rapport a la droite D.
3) Etude des variations de f.
a) Déterminer la fonction dérivée f' de la fonction f
Vérifier que pour tout réel x appartenant a l'intervalle 10;+ o[ ; £'(x) = g(x)/x?, ou g est la fonction étudiée
dans la partie I.
b) En utilisant les résultats de la partie |, dresser le tableau des variations de la fonction f
4) On note T la tangente a la courbe C au point d'abscisse e2.
Montrer que T est paralléle a I'asymptote D.
5) Dans le repere (o 15 :-;:', tracer la droite D, la tangente T et la courbe C a I'aide de I'étude précédente. (
On prendra f( ¢¥)=1,25m)
lll) On définit sur l'intervalle ]0;+ co[ la fonction H par :

x2

Hix) =?—x+21n x—(ln x®

1) Démontrer que H est une primitive de la fonction f sur l'intervalle ]0;+ co[.
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2) Soit E la région du plan limitée par la courbe C, I'axe des abscisses et les droites d'équationsx =1 et x=e.
a) Hachurer la région E sur votre figure.

b) On note S l'aire, exprimée en unité d'aire, de la région E

Déterminer la valeur exacte de S.

c) Donner la valeur décimale approchée de cette aire, arrondie au mm?

Correction
1)1)
2
glizxl=2x+—
X

2) g'(x) > 0 comme somme de deux expressions strictement positive sur ]O ; + co[ donc g est
strictement croissante sur 0 ; + oo[

3) Résolution de I'équation g(x) = 0.

a)g(l)=1-4=-3<0etg(2)=22-4+2In2=2In2>0

g est strictement croissante sur [1 ; 2] , g est dérivable sur [1 ; 2] et g(1) < 0 < g(2) , donc I'équation
g(x) = 0 possede une solution unique ¢sur l'intervalle [1; 2].

b) g(1,70) <0< g(1,71) donc 1,70 < @< 1,71

4) On en déduit que g(x) <Osur]0; ef[etg(x)>0sur] a;+ wletg(a)=0

I1) 1) La droite d'équation x = 0 est asymptote a la courbe C

lim x—1= -1

¥—= 0+

lim — = 4coo > lim F{x) = 4w
r= 0+ ¥ ¥= 0+

;llﬂzh (—2111 x} =+ " —21ln x

lim x=07 ¥0e oy
¥ 0+

2) Etude en + co.
a) Déterminer la limite de f en + co.

lim x—-1=+4wm
X o

lim —=10 P lim Fix) = 400
e E—r +w
lim - 225 _ g
X+ x
b)
2 2lnx
F-(x-1=2-
x
lim E=IZI
= o ¥ )
1 —-{x-1|=10
| L lim [f(x) - (x-1]
lim — 2 =
K= 4o x
c)
2 2lnx
fix)=x-1 —- =l l=nhr=lne=lnxes x=¢
x x

donc I'abscisse du point d'intersection de C et D est e et son ordonnée est e - 1 ( en remplagant x = e
dans I'équation de D, on trouvey =e-1)
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Q)
fm-x-p-2-ZRE_2inr ey

X X X
f(x) - (x-1) estdusignede 1 -Inx,1-Inx>0sietseulementsilnx<1soitx<e
Conclusion :
- sur l'intervalle JO ; €] , la courbe C est au dessus de la droite D
- sur l'intervalle [e ; + eo[

3)a)
2 21
2 F PTERT w2 2 2-2ax
e e S
2_ _ z _
) = 2 22+21n x_x 44;2111):: g(zxj
X X X
b) f '(x) est donc du signe de g(x) , on en déduit les variations de f :
T p WA + oo
Fix) — { +
+ oo T
fix)
&

4) On note T la tangente a la courbe C au point d'abscisse e2.

4 2 4
: " —4d+2lne " —4+4
f (’Eg:' = r = r =1
=3 =3
le coefficient directeur de la tangente T est le méme que le coefficient directeur de la droite D soit 1.

3
A

1) 1)
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x2

Hixl= ——=x4+21n x—{ln x*

2 formen?
Hin=x-1+2- 2 dnm=xo142228 7 40y

X X ., X
forme Ju'y

donc H est une primitive de la fonction f sur l'intervalle ]0;+ co.
2)
a) voir figure
b)

&

S = _I-:f(x).::t‘x - {’;— x+21n x —(ln sz}

1
2 2 2

S D T l—1 :2——2+1+l:2——£+zu.a
2 2 2 2 2 2

c) valeur décimale approchée de cette aire, arrondie au mm? ( 2 chiffres aprés la virgule )
I'unité d'aire est 4 cm2 on a S = 9,90 cm?

Exercice 5

Dans une entreprise, on a modélisé le bénéfice réalisé, en milliers de dinars, pour la vente de x centaines
d'appareils par la fonction f définie sur l'intervalle ] 0; + oo par: fix) =-2x+ (e®>-1) Inx + 2
La courbe de la fonction f est donnée sur la figure ci-dessous :

1. Vérifier par le calcul que f{l) =0 et f(e?) = 0.

2. A l'aide du graphique, déterminer approximativement :

a) le nombre d'appareils que I'entreprise doit fabriquer pour réaliser un bénéfice maximal et le montant de ce
bénéfice ;

b) les valeurs de x pour lesquelles le bénéfice réalisé est positif ou nul.

3. a) Déterminer la dérivée f' de la fonction f sur l'intervalle ] 0 ; + oo|.

b) Etudier le signe de f ' (x) et en déduire le sens de variation de la fonction f

¢) En déduire le nombre d'appareils vendus par cette entreprise quand elle réalise le bénéfice maximal (le
résultai sera arrondi a l'unité).

4. Parmi les courbes données en annexe, une seule correspond a celle d'une primitive de f

Déterminer la courbe qui convient, en expliquant votre choix (on pourra s'appuyer sur le signe de f{x))

5. En utilisant le résultat de la question précédente, en déduire, par une lecture graphique, une valeur
approchée (en unité d'aire) de I'aire du domaine hachuré dans la figure ci- dessus.

6. a) Démontrer que la fonction F définie sur l'intervalle ] 0; + co[ par:

F(x) =x2+(3- €?) x + (e - 1) x In x est une primitive de f.

Page 14
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b) Déterminer la valeur moyenne du bénéfice de I'entreprise sur I'intervalle ou ce bénéfice est positif ou nul.
annexe ( les courbes ne sont pas exactement les mémes que sur |'original mais j'ai essayé de faire
correspondre le plus possible ...)

Courbe de F; :

4
3
2
1
a1 73 67 & 9
2
3
- -4
AN
Courbe de F,:
10
u] T
2 AN
; / \
p / !
E
4
3
2
' )
—1_1 1 3f3 456 7 89 10111
2
3

CourbedeF;:

2—1:123456?8'\?10
Correction

1.f(D=-2+(2-1)In1+2=-2+0+2=0
f(e2)=-2e2+(e2-1)Ine2+2=-2e2+(e2-1)2Ine+2=-2e2+(e2-1)2+2 =
-2e2+2e2-2+2=0

2. a) sur la courbe, f admet comme maximum absolu 3 pour x = 3,2

Donc le nombre d'appareils que I'entreprise doit fabriquer pour réaliser un bénéfice maximal est de
320

et le montant du bénéfice maximum est de 3000 dinars.

b) les valeurs de x pour lesquelles le bénéfice réalisé est positif ou nul appartiennent a I'intervalle [1 ;
e?]

Entre 100 et 739 appareils fabriqués , le bénice est positif.

3.a)
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— 2 _
Fx) = -2 4 (erolyx Lo 22X
X X
b)
— 2 _
FUx) = -2+ (2o 1yx Lo Z2EFE 1
X X
g —1

Flixip e —22x4+ef-120= 1 <

On en déduit les variations de f :

g - 1
x|0 5 tw

7

+ 0 -
7 (x) / \

2 _
f(é . 1]953,031

EE

1
319

le bénéfice maximum est de 3031 dinars pour 319 appareils.
4,
f(x) > 0 pour x appartenant a ]1 ; e?[ sinon f(x) =0, donc la fonction primitive de f doit étre croissante
sur l'intervalle ]1 ; e?[, la seule courbe convenable est donc la courbe de la fonction F2.
10

0 P

: 7N

7 / M

6 { Y
3

4

3

2

! \
-1_1 1 2/3 4 567 &9 10111
2

!

5. Avec la précision permise par la figure :

Lﬁf(x]ai'x = F,(6)-F,(1)=8,5-(-3,5)=8,5+3,5=12
6. a)

Flilamy=-2x+3-e24+({e*-11{1ln x+x><%)

=—2x+3-224+(ef-1){ln x+1)
=—2x+3-e2+eflnx+ei-lnx-1
=—2Z2x+eflnx—-Ilnax+2
=—2x+ie?-Nlnx+2= F{x)

donc F est une primitive de fsur ] 0 ; + ea[
b)
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1 e 1 :
22_1.[1 f{x}dx=22_1[F[x]I =
21 1_(—24+(3—22)22+(e2—ljezlné'z)—(—l+(3—e2j):|=
22 —1L
21 1_(—24+3é‘2—é'4+2(é‘2—1)é‘2)—(2—£2):|=
22 —1L
21 1_(—24+3e"2—e4+2e4—2e2)—(2—e2):|:
g —_— -
1 z 2] = ] 2 _ 21
gz_l[(é )—(2—&')]—22_1[22 _2]_ :;—1 =2

La valeur moyenne du bénéfice est donc de 2000 dinars.

Exercice 6

La courbe (C) ci-dessous représente une fonction F définie et dérivable sur l'intervalle

1=11/2; + col.

On sait que (C) coupe l'axe des abscisses au point (3 ; 0) et a une tangente horizontale au point (1 ; - 2).

On note f la fonction dérivée de F.

A
10

Y

o[ 05 1 15 2 253 35 4 45 5 55 6

-2

65 7 7

1. a) A l'aide du graphique, donner les variations de F et en déduire le signe de f

b) Donner f(1), F(l) et F(3). Préciser le signe de f{(3)
c) Calculer
jf Flx)dx

2. Trois fonctions fi, f, et f3 sont définies sur l'intervalle
Alx) = (x2= 2+ D™ f(2) =1n(2x-1)

Une de ces trois fonctions est la fonction f

a) Etudier le signe de f; sur l'intervalle J.

b) Résoudre I'équation f,(x) = 0 sur l'intervalle J.
c) Calculer f5(1)

d) Calculer

|7 fixda

e) En déduire la fonction f

http://www.everyoneweb.fr/Matheleve/
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Correction

1. a) F est décroissante sur l'intervalle ]1/2 ; 1] et croissante sur l'intervalle [1 ; + col.
donc f(x) =0 pour tout réel x appartenant a l'intervalle ]1/2 ; 1] et
f(x) =0 pour tout réel x appartenant a l'intervalle [1 ; + o[ ( puisque f est la dérivée de la fonction F)
b) f(1) est le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 1
comme cette tangente est horizontale alors f(1) = 0.
La courbe représentative (C) de la fonction F passe par les points (3 ; 0) et (1 ; -2) donc
F(3)=0etF(1)=-2
f(x) > 0 pour tout réel x appartenant a l'intervalle ]1 ; + o[ donc f (3) > 0, f(3) est positif.
c)

3
]1 Ffixidzx= F(N-F(=0-(-2)=2

2. Trois fonctions fi, f, et f3 sont définies sur I'intervalle J par :
Alxy=(x?—x+ 1™ fix)=ln(2x-1) flx)=-1+

Une de ces trois fonctions est la fonction f
a) f1(x) est du signe de x2 - x + 1 sur l'intervalle J car e,c.1 > 0 sur J.
A=(-1-duxlxl=1-4==-3 <10
donc le polyndme x2 - x + 1 > 0 sur J par conséquent f;(x) > 0 sur J
b) f2(x) = 0 soit In(2x - 1) =0 d'ou 2x - 1 = 1 il en résulte x = 0 cette solution ne peut étre retenue sur
l'intervalle J. Donc S = <
c)
1
Flll=-1+ = 1+1=0

d)

1
2x—-1

3
]f;;m.:n: [—x+%1n(2x—1):| - —3+;—1n5— (—1) = —2+%

1
e) En déduire la fonction f
- la fonction f ne peut pas étre la fonction f; car f; > 0 sur J.
- la fonction f ne peut pas étre la fonction f; car

| Axdxe [ 7 (dx

- la fonction f est donc la fonction f; ( le signe de f, correspond aux variations de F )

Exercice 7

Les deux parties peuvent étre traitées indépendamment I'une de I'autre.
PREMIERE PARTIE

On considére une fonction g définie sur l'intervalle ]-1/2 ; + co [ par :

g(x) =-x2+ax-In(2x+ D), ot aetb sont deux reels.

Calculer a et b pour que la courbe représentative de g dans un plan muni d'un repére (' ;7 ; 7 Jpasse
par l'origine du repére et admette une tangente paralléle a I'axe des abscisses au point d'abscisse 1/2.

DEUXIEME PARTIE
Soit f la fonction définie sur l'intervalle ]-1/2 ; + co [ par :
f(X)=-x2+2x-In2x+1).
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On admet que f est dérivable et on note f ' sa dérivée.
Le tableau de variation de la fonction f est le suivant :
x 1 0
signe de frfx)

-2

variations

3

7

de
b

1) Justifier tous les éléments contenus dans ce tableau.

b) Donner un encadrement de ¢xd'amplitude 107,

2) a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution ¢dans l'intervalle [1/2 ; 1].
3) Déterminer le signe de f(x) sur l'intervalle ]-1/2 ; + co [
Correction

PREMIERE PARTIE
La courbe représentative de g passe par I'origine du repére soit g (0) =0
-Inb=0soitInb=0doub=1.
La courbe admet une tangente paralléle a I'axe des abscisses au point d'abscisse 1/2, donc g '(1/2) = 0
gix)=—-2x+a- 2 =—2x+a- 2
2x+ b 2xr+1
() :
g'l=|=0= -1+a-——=0=-1+a-1=0= g =2
2 1+1
soitg(x) =-x2+2x-1In(2x+1).

DEUXIEME PARTIE
1) Justifions :

- le signe de f *(X) :

SR = —2x4 2 2

(~2x+2(2x+1)-2
2x+1

2x+1
—dxf-Z2x+4x+2-2 —-4xf+Zx dx(-Z2x+1)
2x+1

2x+1

2x+1
f'(x) est du signe du polynéme 2x (-2x + 1) puisque 2x + 1 > 0 sur ]-1/2 ; + oo [, on retrouve du signe -
a l'extérieur des racines 0 et 1/2 et du signe + a l'intérieur des racines, ce qui justifie par la méme
occasion les variations de f.
- les limites en -1/2 et + co
tout d'abord en -1/2

http://www.everyoneweb.fr/Matheleve/

Fonction logarithme népérien

Page 19




Fixy=—-x*4+2x—-1n(2x+1)

1im—x2+2x=i—1:£

ys =L 4 4

" |
11m 2x+1=0%¢ Xlimn In ¥ = - = lim 1n(2x+1]——
x>_f x)-_f

done 11m Fixi=+oo

P

?i'}'_¥
en+ o
Fixy=—-x*4+2x—-Ini2x+1)
lim -4 2= lim -7 =
}_i}ri1m2x+1:+m af .%Lﬂimln}: = 400 = xl_i}r?mln(Ex +1):+m}

dane lim fizx)=-

- justifions les images de 0 et 1/2
Fix)=—x*4+2x—-In(2x+ 1)
F(=-0+0-1nl=10

1 1 4 3 3 1
- +l-ln(+1) =+ 2 -ln2=>-la2=+la| =
f() n(+l)=—Frtg-ln2=2-ln2=7 n&]

2)a)f(1)—-1+2-In3:-ln3+1<0

La fonction f est dérivable et strictement décroissante sur l'intervalle [1/2 ; 1]

puisque f'(x) <0sur]1/2; 1[, de plus f(1/2) > 0 > f(1) donc I'équation f(x) = 0 admet une unique
solution ¢rdans l'intervalle [1/2 ; 1].

b) f (0,80) >0 > f (0,81) donc 0,80 < ¢¥< 0,81

3)
x _% 0 % Ci+ oo
signe defﬁx) - 0 + 0 -
variations %ﬂn
de \
7
=i
on en déduit le signe de f(x) sur]-1/2 ;+eo[:
x|-1/2 0 oL + oo
7 () * + -
Exercice 8

Partie A :
Dans cette partie, pour chaque question, le numéro de la question et préciser en tontes lettres, , VRAI ou
FAUX ou ON NE PEUT PAS REPONDRE.
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On connait le tableau de variation d'une fonction f définie et dérivable
surDy=1- 00;1[ ] 1;+ oof

xl|-oo 1 3 i
0

fix)

_2 ) 1
1. La droite d'équation x = -2 est asymptote a la représentation graphique de f

2. L'équation f(x) = 2 admet exactement deux solutions dans Df.

3. Pour tout x appartenanta ] 1;3 [, f'(x) >0 (f' désigne la fonction dérivée de fsur Dy. )
4. Toute primitive de fsur [ 3 ; 8 ] est décroissante.

5. La fonction x 1/ f (x) est décroissante sur [3 ; + co[.

Partie B :

Dans cette partie, pour chaque question, trois propositions sont formulées. Une seule d'entre elles convient.

Indiquer le numéro de la question et recopier la proposition qui vous semble exacte.
Soit la fonction g définie par :

2a’”
g" -1

et Csa courbe représentative dans un repére du plan.

glx) =

1. L'ensemble de définition Dy de g est égal a:
a)]0; + co[ b) E\{0} c) E\{1}

2. L'équation g(x) = 3 admet pour solution :

a) €®> b) In 3 ¢) Aucune solution

3. Lalimitedegen+ oo est:

a)-1b)+rooc)2

Correction

Partie A:
On connait le tableau de variation d'une fonction f définie et dérivable
surDp=1]- c0; 1 [ “]1;+ cof

|- 1 3 +oo
00

fix)

_2 -0 1
1. Faux : la droite d'équation x = -2 n'est pas asymptote a la représentation graphique de f

il s'agit de la droite d'équation y = -2 qui est asymptote en - o

2. Faux : I'équation f(x) = 2 admet exactement trois solutions dans Df.

une sur l'intervalle ]- ©o; 1 [, une sur l'intervalle ]1 ; 3] et enfin une sur l'intervalle [3 ; + €[

3. Vrai, puisque la fonction f est dérivable et strictement croissantesur]1;3[.

4. Faux , toute primitive F de fsur [ 3; 8 ] a pour dérivée for f(x) > 0 sur [3 ; 8] donc F est croissante .

5. Faux : la fonction x =1/ f (x) est la composée de la fonction f décroissante sur [3 ; + o[ suivie de la
fonction inverse décroissante sur ]0 ; + ©2[ donc la fonction x 1/ f (x) est croissante sur ]O ; + oo
PartieB:
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Dans cette partie, pour chaque question, trois propositions sont formulées. Une seule d'entre elles convient.
Indiquer sur votre copie le numéro de la question et recopier la proposition qui vous semble exacte, sans
justifier votre choix.
Soit la fonction g définie par :
2a”

g" -1
et Csa courbe représentative dans un repére du plan.
1. €*-1=0six=0donc I'ensemble de définition Dg de g est égal a : b) E\{0}
2.

glx) =

Zet

g" -1
S —g =3 e =32 x=1n3
L'équation g(x) = 3 admet pour solution : b) In 3

gixl=3& =3 22" =3(e"-1) = 22" - 32" = -3

3.

2g”
g(x) = —

g —1
posens X =, lim X = lim ¢ = +w
lim gi{x)= lim £= itn £=2
K+ Eate ¥ — 1 Eatw I

Lalimitedegen+tooest:c)2

Exercice 9

On considere la fonction f définie sur l'intervalle ]JO; + o[ par:
Jix)=25
x

On note (;sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan.

ln x

+ 3

1. a) Déterminer la limite de fen 0 ; en donner une interprétation graphique,

b) Déterminer la limite de fen + ©o; en donner une interprétation graphique.

2. a) Calculer f'(x) ou f ' est la fonction dérivée de f puis étudier son signe.

b) En déduire le tableau de variation de la fonction f

Ony indiquera les limites aux bornes de l'intervalle de définition de f ainsi que la valeur exacte de f(e).
3. a) Déterminer une primitive de fsur ]0; + col[.

On pourra remarquer que f ( x) =5 u'(x) *u(x) + 3 avec u(x) a préciser,

b) En déduire la valeur exacte de

i = I:f(zjdz

sous la forme a( In2)? + b avec a et b deux réels a déterminer,

4. a) Préciser le signe de f sur l'intervalle [2;4].

b) Donner une interprétation graphique de .

5. On admet que le bénéfice, en milliers d'euros, que réalise une entreprise lorsqu'elle fabrique x milliers de

pieces est égal a f(x). En utilisant les résultats précédents, déterminer la valeur moyenne du bénéfice lorsque
la production varie entre 2000 et 4000 pieces. On donnera une valeur approchée de ce bénéfice a 100 euros
pres.

Correction
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1.a)
Slx)y=73

1nx+3

X

lim ln x=—m

= 0+ 111 X _

. lim s
lim x =0 A lim f(x)=—-00

lim 3=73

w0+
Interprétation graphique : la droite d'équation x = 0 est asymptote ( verticale ) a la courbe C;
b)

Flxy=5BE s
x
) ln x
lim & =1
Ky o x lim fFix)=73
lim 3 =3 A

= 4w
Interprétation graphique : la droite d'équation y = 3 est asymptote ( horizontale ) a la courbe Cs
en+ co
2. )
1

—x-1xlnzx
Flix)=5x2 = 5x
xt x
f'(x) estdusignedel-Inxcarx2>0sur]0;+ oof
étudions le signe de 1 - In x
1-Inx>0¢équivauta-Inx>-1soitinx<ldoux<e
sur]0;e],f'(x) zOetsur[e;+ e[, f'(x) =0

1-1n x
2

b) f (e) = 5(1/e) + 3 = 5/e + 3.

x| g +

F'x) + 0 -

2+3
@ / \ 3

-
3.a)f(x)=5u'(x) =u(x)+ 3 avec u(x) =In x et donc u'(x) = 1/x
F définie sur 0 ; + eof par

Fix)= gu(;{f +3x= %(m X124 3x

est une primitive de la fonction f sur ]JO ; + eo[
b)

5 5
I:f(z}ai'z =[F)], = E(ln 4)2 4 3x 4 — [5(111 22 4 3 x 2]
= %(2111 2)2+12 - %(m 27 - 6

= ?(m 2y — %(m 246 = g(ln 23 4+ 6
4. a) f(2) =5(In2)/2 + 3 > 0 sur l'intervalle [2 ; €] , f(x) > O ( voir tableau de variation )
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f(4) =5(In 4/4 + 3 > O sur l'intervalle [e ; 4] , f(x) >0 .

Conclusion f(x) > 0 pour tout réel x de l'intervalle [2 ; 4]

b) L'intégrale | représente en unité d'aire I'aire du domaine plan délimité par les droites d'équation x =
2 et x =4 d'un part , la courbe C; et I'axe des abscisses d'autre part.

5,
p__j f().:fz_l[_ﬂ 2)2+6}—£(1n2j2 3w 4,802

La valeur moyenne du bénéfice lorsque la production varie entre 2000 et 4000 pieces est de 4802 € (a
100 € pres )

Exercice 10

PartieA:
Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 ;+ co[par f (x) = x In(x + 1).

Sa courbe représentative (C) dans un repére orthogonal (! ¥ :-;:'est donnée en annexe,
1. a) Montrer que la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle [0; + col.

b) L'axe des abscisses est-il tangent a la courbe (C) au point O ?

2. On pose

='[” x+1dx

a) Déterminer trois réels g, b et c tels que, pour tout x #-1,

2

=agx+&+
x+1 x+1

b) Calculer I.

3. A l'aide d'une intégration par parties et du résultat obtenu a la question 2, calculer, en unités d'aires, |'aire
A de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites d'équations

x=0,x=1lety=0.

4. Montrer que I'équation f (x) = 0,25 admet une seule solution sur l'intervalle [0;1].

On note ¢Xcette solution. Donner un encadrement de ¢¥d'amplitude 107

Partie B :

La suite ( u, ) est définie sur I'par

u, = .I-DIJ':?d Ini{x +10dx

1. Déterminer le sens de variation de la suite ( u, ) La suite ( u, ) converge-t-elle ?
2. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,

ln 2
a+1

0=u, =
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En déduire la limite de la suite (u, ) .

Correction

Partie A :
1.a) f est dérivable sur l'intervalle [0 ;+ ©2[ comme produit de deux fonction dérivables sur [0 ;+ co[ et pour
pour tout réel x de [0 ;+ ©o[,ona:
x
x+1
sur]O;+ o[, x>0doncx+1>1d'ouln(x+1)>In1lilenrésulteIn(x+1)>0
sur]O;+ oa[,x>0doncx+1>1d'ou

F(@) = Ha(x4 1)+ xx——=la(x+1) +
x+1

X

x+1
doncsur]O;+ o[ ; f'(x) >0 par conséquent f est strictement croissante sur [0 ;+ £

=0

b) Déterminons I'équation de la tangente au point d'abscisse O :

Coefficient directeur de la tangente : f'(0)=In1+0=0

Ordonnée du point d'abscisse de (C) : f(0) =0

L'équation de la tangente au point d'abscisse 0 est donnée par y =f ' (0)x + f{0) soity =0
L'axe des abscisses est donc bien tangent a la courbe (C) au point O(0 ; 0).

2. On pose
1 2
1= dx
0 x+1
a)
2 2
X b4 C e E :(czx+b)(x+1)+ £
x+1 x+1 x+1 x+1 x+1
xt _ax2+ax+bx+b+c{:} ¥ ax*t+latb)x+i+c
r+1 r+1 r+1 r+1
par identification :
a =1 a =1
2 1
a+bh=0& ch=-1 donc =xr-1+
x+1 x+1
b4+ec=10 c=1
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b)

2 1

2
= ax=['x-14 L P O S T o B
b x+1 0 x+1 2

f:l—1+1n2—1n1: i+1n2
o 2

3.Six 20; f(x) Z0 puisque la fonction f est croissante sur [0 ;+ ©2[ donc la courbe (C) est au dessus de I'axe
des abscisse sur [0 ; 1] par conséquent |'aire A de la partie du plan limitée par la courbe (C) et les droites

]

d'équations x=0, x =1 et y = 0 est donné en unités d'aires, par :
1 1
.[u Fixidz = Iu zlnix+1dx posonzu'ix)=xei vizx)=Ini{x+1)
xe 1

ot a donc : u(x)=? EH v'(szﬁ
x

2 1 2 2 1
|:x—1n(x+1}:| Lz a!’x=[x—1n(x+1}:| _ 1y
7 . 7 7

1 1 1{-1 1
xldr=—lnz-0-—| —+1lnd|=—
-I-Uf(:l 2 2(2 ] 4

j: Fxidx

4. La fonction f est strictement croissante et continue sur [0;l] de plus f(0) = 0 <0,25

et f(1) =In 2 > 0,25 donc I'équation f (x) = 0,25 admet une seule solution sur l'intervalle [0;l].
Sur la calculatrice on lit f{0,56) < 0,25 < f{0,57) donc 0,56 < (¥< 0,57

PartieB:

1. Pour tout entier naturelnon a:

L ownl L oa
By, —H, =Inx 1n(x+1)cfx—jnx Inix + 1)dx

-8, = j:(x’“l — 2" n(x + 1dx = j:x”(x ~ 1) in(x +1)dx
=0
1
xe[ll]=sx-1=0 = x"{(x-Dla{z+ 1) =0 = jnx*(x—1)1n(x+1).:fx5 0
In(zx+11 =10

= n,, — 4, = 0 donclasute (%,) est décroissante (1)

xe[hl]= " hix+Dz 0= u, =julx* In{zx+1)dxz= 0

la suite (u, ) est donc minorée par 0 (2)

De (1) et (2), on en déduit que la suite ( u, ) est convergente.

2. Pour tout entier naturel n non nul et tout réel x de l'intervalle [0; 1] on a
D=ln(zx+DZ2ln 2 soit 02 x¥Infx+10 2 x"1n 2

en intégrant cette double inégalité sur [0 ; 1] on obtient pour tout entier naturel non nul :

1
1 1 x4+l
0 [Mx tn(xt Ddx < [ x" 1n 2dx dlob 02w, sin2| Z | = 122
o 0 ntl], =+l
d'ounl_i)rllooun=0

Exercice 11
PARTIE A

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (L)
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{

La courbe (C), donnée en annexe 2, est la représentation graphique de la fonction f définie sur ]0;+ co[ par: f(x)
=-x>+10x-9- 8 Inx.

1. Déterminer la limite de f en 0. Que peut-on en déduire concernant la courbe ?

2. En écrivant f{(x) sous la forme

Fixy= xz(—1+m_i_ 8ln x]

x x

x2

déterminer la limite de fen + co
3. Démontrer que, pour tout réel x de ]0;+ 2|,

) = —2(x-1D(x-4)

ou f' désigne la fonction dérivée de la fonction f.
4. Etudier le signe de f'(x) suivant les valeurs de x dans l'intervalle ]0;+ co[.
5. Dresser le tableau de variation de f

6. a. Recopier et compléter le tableau de valeurs ci-dessous (les résultats seront arrondis a 10*).
[ X 5,18 5,19 G2 5,21

b. L'équation f(x) = 0 admet deux solutions, 1 et (¥dans ]0;+ co[.
A I'aide de la question précédente, donner sans justification un encadrement & 107 prés de ¢¥.

c. Placer c¥sur le graphique de I'annexe 2.

7. Soit F la fonction définie sur ]0;+ ca[ par :
3
Fixy= —%+5x2—x -8xln x

Démontrer que F est une primitive de f sur ]0;+ cal.
8. Hachurer la partie (P) du plan délimitée par I'axe des abscisses, la courbe (C) et les droites d'équation x = 3
et x = 6, puis donner la valeur exacte de la mesure, exprimée en unités d'aire, de I'aire de (P).

annexe 2

AT,
¥
414 B

I
/
W

/

Mathématiques aux lycées
1

Correction

PARTIE A
1. limite de fen 0.

Fonction logarithme népérien

Page 27

http://www.everyoneweb.fr/Matheleve/



http://homeomath.imingo.net/bac/bacstt064.htm#annexe

lim (—x2+ 1ik— 9} =-9
w0 = lim f(x)= 4o
11mﬂlnx:—m ¥l

donc la droite d'équation x = 0 est asymptote ( verticale ) a la courbe (C).
2. On peut mettre x* en facteur dans I'expression de f(x) car x est non nul :

f(x):xz[—l+m—i—81nx]
x Xt x*
lim-1=-1
lim E—U
¥ 4w ¥
g L lim [—1+E—i—81“]=—1
lim —=10 R x x* x*® s lim fi{x)= -
K= tw x2 = +m
im 22X _ 0o im OB E_y
K= 4w 3 ¥ 4 x2
lim x%=+4co

3. Pour tout réel x de ]0;+ oo,

Flx)=-x2+10x-9-8ln x
_n2 _ _ .
Frx) e —ox410- 2o T2 FI0x-8  —2(xPoox 4 d)

X X X

h=25-4xlxd=25-16=92>10

donc deux racines réeelles distinctes pour 22 - 5x+ 4

x = 5.:3_3:1 Xy = %z 4 = xfP-Sx+4=({x-Nx-4)
) = —-2(x*=5x+4) _ -2{x-Nix -4

X

4. f'(x) est du signe de - (x - 1)(x - 4) car x> 0 sur ]0;+ o[,
le polynéme - (x - 1)(x - 4) admet deux racines 1 et 4 est son signe est négatif a I'extérieur des racines et positif
sinon.

5.

fl1)=-12+10-9-8In1=-1+1-8In1=0
fl4)=-4>+40-9-8In4=-16+31-8In4=15-81In4

x|0 1 4 + %

7iix) - + 41 -

15-Eln4

o0
Fix) T : o N-m

X B,18 b,19 B2 B21
iz 00371 | 00004 | -00364 |-0,0734

b. Il est normal que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions, 1 et ¢¥dans ]0;+ oo
sur [0 ; 4] voir tableau de variation c'est 0.

http://www.everyoneweb.fr/Matheleve/ Fonction logarithme népérien Page 28




sur [4 ; + co[, la fonction f est strictement décroissante f(6,19) > 0 et f(6,2) < 0 donc la solution ¢¥est telles
que 6,19 < ¢¥<6,2.

c. voir graphique

7

3xe 1
+10x-1-8{lnx+xx—)=—x2+10x-1-5ln x—- 8
x

Fi(xy=-

=—x24+10x-9-8Blnx= f(x)
donc F est une primitive de f sur ]0;+ col.
8. voir graphique .Sur l'intervalle [3 ;6] , la courbe représentative de f

est au dessus de |'axe des abscisses |'aire du domaine demandé (P )est donc en unité d'aire :
&

6 3
_L Fix)dx =[F (x:']z = [—%+ 5x2— x—Bxln x:|

=
6 3’
_ [—?+5><36—6—48111EJ—(—?+5><9—3—241113}

= (-72+180-6-481n6)—(-9+ 45— 3—241n 3)
=102-481n6-33+241n3=69-481n6+24In3ua.

41O

Exercice 12

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (o 1 ._.-;:'( unité graphique 2 cm).

Soit la fonction f définie sur un intervalle I. On a déterminé expérimentalement des valeurs de f qui ont permis
d'obtenir une partie de la courbe (C) , représentative de la fonction f, et sa tangente (T) au point O ( voir
feuille annexe )

Partie A :

1. A l'aide du graphique, déterminer f(0) et f'(0).
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2. On admet que I'expression de f(x) est de la forme f(x) = ax + b - In(10x + 1) ou a et b sont des réels.
a. Déterminer f '(x) en fonction de a.
b. En utilisant les résultats du 1., déterminer les réels a et b.
Partie B :
On admet désormais que la fonction f est définie sur l'intervalle | =]-0,1 ; 10] par:
flx) =0,5x - In(10x + 1)
1. Calculer
lim fix)
¥—= 0.1
¥r=0.1
Que peut - on en déduire pour la courbe (C) représentant f ?
2. Calculer la fonction f' dérivée de la fonction f. Montrer que f '(x) a le méme signe que 5x - 9,5 sur l'intervalle
I
3. Dresser le tableau de variations de la fonction f.
4. Justifier que I'équation f(x) = 0 a dans l'intervalle [6 ; 10] une solution unique, que I'on notera ¢¥.
Déterminer un encadrement de ¢¢d'amplitude 107
5. Soit F la fonction définie sur l'intervalle | =]-0,1 ; 10] par :
F(x)=0,25 x>+ x - (x+0,1)In(10x + 1).
a. Démontrer que F est une primitive de la fonction fsur l'intervalle I.
b. Calculer l'intégrale

1
J = jnf(x).:fx_

On donnera sa valeur exacte.
c. On considére dans le repéere défini initialement, I'ensemble des points M de coordonnées (x ; y) tels que :

D=x=1
{f{x] Zy =10
Utiliser la question précédente pour déterminer 'aire A en cm? de cette région. On en donnera la valeur
décimale arrondie a 107 pres.
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-1 4 5 6 |y
el
_,-o-"""_'-#f
fﬁﬁf
Correction
Partie A :

1. La courbe (C) passe par le point O de coordonnées (0 ; 0) donc f(0)=0
La tangente (T) passe par les point M de coordonnées (0 ; 0) et (0,5 ; - 4,75 ) donc son coefficient directeur est

Y — Ve —470-0 4705

o= = 9.5
X — Xo 0D,2-10 0,5
onadoncf'(0)=-9,5
2.0.
, 10
Jx) = a -
b

fix)=ax+b-In(10x + 1) ol a et b sont des réels.
f(0) =0 équivauta b-In(1)=0soitb=0
f'(0)=-9,5 équivaut a

.::—E:—Q,ﬁ
1
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soita =0,5, on a donc f(x) = 0,5x - In(10x + 1)
PartieB:
1. Calculer

lim 10x+1=10

¥—= =01
wr=0.1 = lir_nnlln(l[:]x+1]l=—m = lir_1101—1n(1[:]x+1}= +co
dlYimuln ¥ =-mw i Fro0l =~

lim 0,5x=-0,05

¥— =01
xr-0,1

= lm fi{x)=4o
¥—= 0.1
¥r-0.1

La droite d'équation x = - 0,1 est asymptote ( verticale ) a la courbe (C) représentant f .
2.

S =0 T 10x+1 10x+1 10x+1
f'(x) a le méme signe que 5x - 9,5 sur l'intervalle I car sur |, 10x + 1 >0

3.

5x-9,5 >0 équivaut a 5x > 9,5 équivauta x>1,9
Fi1,9=0,2=1,9-1In{10=x1,9+11=0,95—-1n 20
FM=0,5=x10-1n(10=x104+11=5-1n101

10 0,5(10x+1)-10 5x+40,5-10 5x-9,5

T -1 1,9 10
s 0 4
oo 5-In101
6 \ /
0,95-1n20

4.
Flei=00x6-In{10xé4+11=3-Inb1<0
F1M=5-In101= 10
Sur l'intervalle [1 ; 6] la fonction f est strictement croissante et de plus f (6) <0 < f(10)
donc I'équation f(x) = 0 a dans l'intervalle [6 ; 10] une solution unique fX*.
£(9,02) < 0 <£{9,03) donc on en conclut que 9,02 < ¢¥ < 9,03 .
5. Pour tout réel xdelona:

Fix) =025z +x—(x+0,DIn(l0x+1)

Fi(x) = 2%0,25%+1-| 1x1n(10x+ 1)+ (x+0,1) x —2
10x+1

10x+1
=0,5x+1-[In(l0x+ 1) +1]=0,5x +1-In(10x +1) -1
=0,5x-In(10x+1) = f(x)

donc F est une primitive de la fonction f sur l'intervalle I.
b.

10741
=0,5x+1—[1n(mx+1}+ * }
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J = Inlf(x)dx: [0.25x2+x— (x+0,)In(10x+1) |
=[0,25+1- (LD In(1 - (0)]=1,25-1,1la(11)

c.OnaA=-Jua=-1,25+1,11In(1,1) u.a car la courbe (C) est au dessous de I'axe des abscisses sur [0 ; 1]
Une unité d'aire (u.a.)=2 %2 cm?=4cm?
donc l'aire est de 4(-1,25 + 1,1 In(1,1) ) soit -5 + 4,4 In (1,1 ) soit environ 5,55 cm?

Exercice 13

La courbe ci-contre Cs est la représentation graphique d'une fonction f définie continue et dérivable sur
]- ©o; 5/2] On note f ' sa fonction dérivée et F la primitive de f qui vérifie F(1) = 2e.
lim f{x)=0c¢etpourtoutx <0, Ffizx)= 0

On précise : * #+
*|a tangente a la courbe au point A(2 ; 0) passe par le point B(1 ; €2).
*F(-3) = 6/e°.

explZ) o
7

Pour chacune des huit affirmations, préciser si elle est vrai ou fausse

Affirmation 1 Affirmation 5.

- . ' -
Pour tout xe ] - eo; 2], f'(x) =0 I;f (x)dx = -2
Affirmation 2 Affirmation 6
Le nombre dérivé de la fonction f en 2 est e2 La fonction 1/f est définie sur] - ©o; 2]
Affirmation 3 Affirmation 7
La fonction F présente un maximum en 2. La limite de la fonction 1/f en - coest + oo
Affirmation 4 Affirmation 8
L'aire de la partie du plan comprise entre C;, La courbe représentative de la fonction 1/f
I'axe des abscisses, les droite d'équation x = -3 ; X
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= 1 est égale (en unité d'aire ) a présente une asymptote d'équation x = 2
2et -6

3
5

Correction

Affirmation 1 : Fausse

D'apres le graphique, la fonction f est croissante sur ] - £3; 1] et décroissante sur [1; + o[ par conséquent f
'(x) n'est positive que sur l'intervalle ] - ©o; 1]

Affirmation 2 : Fausse

La tangente a la courbe au point A(2 ; 0) passe par le point B(1 ; e? ) la tangente a la courbe au point A(2 ; 0)
passe par le point B(1 ; e2 ) donc son coefficient directeur est :

— 21
m=.}?3 "-]r?"‘lz‘g| = —gt
Xp— Xy 1-2

par conséquent f ' (2) = - €2 ( le coefficient directeur est négatif c'était prévisible )

Affirmation 3 : Vrai

La courbe représentative de f coupe I'axe des abscisses au point de coordonnées (2 ; 0) donc f(2) =0 d'ou F'(2)
=0 et la courbe représentative de f est au dessus de I'axe des abscisses sur ] - ©3; 2] et au dessous de I'axe des
abscisses sur [2 ; + ©o[ par conséquent :

F'(x) = f(x) £0 si x appartienta] - ©; 2], F croissante sur | - ©a; 2]

et F'(x) = f(x) =0 six appartienta [2;+ ca[, F décroissante sur [2 ; + o3[

Affirmation 4 : Vrai,

I'aire en unité d'aire du domaine est :

.[_13f(x)dx =F{l)-F({-3)=2e —%: 2:3"_3—6

P g
Affirmation 5 : Vrai

2
ID Fixdr=[70] = F(2)- F(0)=0-2=-2

Affirmation 6 : Fausse

la fonction f est définie sur ] - ©o; 2] mais s'annule en 2 donc la fonction 1/f n' est pas en 2 donc elle n'est pas
définie sur ] - oo; 2].

Affirmation 7 : Vrai

lim F(x)=0" = lim

= - ¥ —w f{x)

Affirmation 8 : Vrai
f(2) =0 et f continue en 2.

Exercice 14

L'objectif de cet exercice est de démontrer la propriété algébrique fondamentale de la fonction logarithme
népérien notée In.

Propriété fondamentale :

Pour tous réels strictement positifsa et b, In(ab)=Ina+Inb

Rappels

On rappelle les résultats de cours auxquels fera clairement réference pour justifier chacune de ses
affirmations au cours des étapes de la démonstration ( on pourra en rappeler le numéro ) .

Théoréme 1 : Sur un intervalle |, deux primitives d'une fonction different d'une constante.

Théoréme 2 : Soit u une fonction définie dérivable et strictement positive sur un intervalle |, la fonction
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composée définie par x = In(u(x)) est dérivable sur | de dérivée la fonction x = u'(x)/u(x)

Théoréme 3 : La somme f de deux fonctions dérivables u et v sur un méme intervalle | est dérivable surlet f'
=u'+Vv'

Définition:In1=0

Enoncé de I'exercice

a est un réel constant strictement positif .

On considere les fonctions f et g, de variable x, définies sur ]0; + co[ par : f(x) = In(ax) et g(x) =Ina +In x
Partie 1

Dans le cas ou a = 2, donner les fonctions dérivées de f: x H#In(2x) et

g:x FIn2+Inx.

Partie 2 : Démonstration de la propriété

1. Calculer et comparer les dérivées de f et de g dans le cas général ol a est un réel constant strictement
positif.

2. Pourquoi peut-on affirmer qu'il existe un réel k tel que, pour tout x =]0; + ca[,

fix) =glx) +k?

3. En posant x = 1, déterminer la valeur de k.

4. Justifier la propriété fondamentale de la fonction In énoncée en début d'exercice.

Correction

Partie 1

La fonction définie par x = 2x est définie , dérivable et strictement positive sur

]0; + o[ donc le théoréme 2 la fonction f définie sur ]0 ; + o[ par : f(x) = In(2x) est dérivable sur ]0; + o[ et
pour tout réel x strictement positif on a :

S 2

2 (x) TR
La fonction g définie par g(x) = In x + In 2 est somme de deux fonctions dérivables sur 10 ; + ca[
la fonction In de dérivée x = 1/x et la fonction constante x = In 2 de dérivée x 0, donc on a d'aprés le
théoréme 3 pour tout réel x striccement positif :
gix) = —+0=—
x x
Partie 2 :
1.
La fonction définie par x I+ ax est définie , dérivable et strictement positive sur
10 ; + o[ donc le théoréme 2 la fonction f définie sur ]0 ; + o[ par : f(x) = In(ax) est dérivable sur ]0; + cof et
pour tout réel x strictement positif on a :

Jix)=

u (x) -2 1— (car @ = 0)
i x) axr  x

La fonction g définie par g(x) = In x + In a est somme de deux fonctions dérivables sur ]0 ; + o[
la fonction In de dérivée x I+ 1/x et la fonction constante x I+ In a de dérivée x 0, donc on a d'aprés le
théoreme 3 pour tout réel x striccement positif :
g'(x)= =
x
Dans le cas général ou a est un réel constant strictement positif, pour tout réel x strictement positifona: f'
(x)=g"(x)=1/x
2. Les fonctions f et g sont donc des primitives de la fonction x = 1/x sur J0; + oa[, puisque
f'(x)=g"'(x) =1/xd'aprés le théoreme 1, elle different donc d'une constante :
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il existe un réel k tel que pour tout réel x strictement positif :

f(x) - g(x) = k soit encore f(x) = g(x) + k

3.

il existe un réel k tel que pour tout réel x strictement positif :

f(x) - g(x) = k soit encore f(x) = g(x) + k donc c'est vrai en particulier pour x=1:
fl1)=g(1) +k

Ina=Inl1+Ilna+k

or In 1 = 0 par définition

Ina=Ina+kd'ouk=0.

4. Pour tout réel x strictement positif et pour tout réel a strictement positif on a donc:
fix) = g(x)

In(ax) =Inx +In a, en posant x = b on retrouve la propriété fondamentale.

Exercice 15

Soit f une fonction définie et dérivable sur [-2 ; 10].
La courbe C; ci-dessous est la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormal.

o

\

NS

On précise que le point d’abscisse 4,83 de C;a pour ordonnée 1,86 et que cette

valeur est le maximum de a fonction f.

On note C; la courbe représentative de la primitive F de f qui s’annule en 1. On
précise que le point A (5; 5,43 ) appartient a CF.

On note ;- la courbe représentative de la fonction dérivée f ' de f.

Toutes les estimations graphiques seront données a 0,25 preés. Les résultats des calculs numériques seront
arrondis a 10”.

1. a. Déterminer graphiquement sur quel(s) intervalle(s) C; est située en dessous
de I'axe des abscisses.

b. Déterminer, en justifiant, I'équation réduite de la tangente a Cren A.

c. Préciser, en justifiant, le sens de variation de F sur l'intervalle [-2 ; 10].

2. a. Déterminer

]:’ )t

b. Rappeler la formule de la valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle
[a ;b] et donner une interprétation de cette notion dans le cas ou f

est positive.

c. Donner la valeur moyenne de f sur l'intervalle [1 ; 5].

Correction

1.a. Le(s) intervalle(s) ol C;-est située en dessous de I'axe des abscisses sont le(s) intervalle(s) ou f' est
négative c'est a dire les intervalles ou la fonction d est décroissante.
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I'intervalle correspondant est donc [-2 ; - 0,75]

1.b. Coefficient directeur de la tangente au point A d'abscisse 5 de C¢:
F'(5)=f(5)=1,8

Ordonnée du point A :

F(5)=5,43

Equation de la tangente au point A d'abscisse 5 :

y =F'(5)(x-5) +F(5)

y=1,8(x-5)+5,43

y=18x-9+5,43

y=18x-3,57

l.c

Cf en dessus de I'axe des abscisses sur [-2 ; -1,8] *-~[0,8 ; 10]
fest la dérivée de la fonction F sur [-2 ; 10] donc

F croissante sur [-2; -1,8] et sur [0,8 ; 10] et

F est décroissante [-1,8 ; 0,8]

2.a.

Ljf(f,)ai'z —[Fe)f = F(5)- F(1)=5,43-0=5,43

2.b.
la valeur moyenne d'une fonction sur un intervalle [a ; b] est le nombre réel u défini par

1 o
M= mjﬂ Jxdx

dans le cas ou la fonction f est positive elle correspond a la hauteur d'un rectangle délimité par les droites
d'équation x = a et x = b qui aurait la méme aire que le domaine délimité la courbe représentative de f, les
droites d'équation x = g et x = b et I'axe des abscisses.

2.c.

1 s 5,43
- x)dx= 22 =1,3575
5—1Lf(:' 4

Exercice 16

Dans un repére orthonormal du plan (O.1,7) d’unités graphiques 2 cm, la
courbe (I'), tracée ci-dessous, est la représentation graphique d’une fonction g définie et dérivable sur
I'intervalle

[0;3,5].
e | et J sont les points du plan tels que 1= fet 0= A
* Cest le point de (1) situé sur la bissectrice de ol

* (OA) est latangenteenOa (I');
e S est la surface hachurée sur la figure ci-dessous :
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S

@) I

1. Par lecture graphique, répondre aux questions suivantes :
a. Quel est le tableau de variations de g sur [0 ; 3,5]?

b. Quelles sont les valeurs de g '(0) et de g '(1) ?

c. Quelles sont les coordonnées du point C?

d. Résoudre I'inéquation g (x) = x sur [0 ; 3,5].

2. Définir la surface S par un systeme d’inéquations et déterminer graphiquement
un encadrement de I'aire de S d’amplitude 2 cm?.

Rappel : I'aire d’un trapeze est donnée par la formule:
(B4 B

= T

B et b sont les bases du trapéze et h sa hauteur.

A

3. On suppose que l'une des trois courbes ci-dessous est la représentation graphique
de la primitive de la fonction g s’annulant en 0. En justifiant I'élimination

de deux des courbes, indiquer celle qui est la représentation graphique

de cette primitive.

Cofirpe M cogrpent Courke nts

/ )

/ /

g [N

Correction
1.a.
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x| 0 1 3,5
g (x) + 0 -
2

g(x)

0 A3

b. g '(0) est le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 0, par lecture graphique on lit : g'(0) = 4.

et de g '(1) est le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 1, or cette tangente est parallele a
I'axe des abscisses donc son coefficient directeur est nul :

g'(1)=0.

c. Le point C a pour coordonnée (7/4 ; 7/4)

d. La courbe représentative de la fonction g est au dessus de la droite d'équation y = x sur l'intervalle [0 ; 7/4],
donc I'ensemble des solutions de I'inéquation g (x) = x sur[0 ; 3,5] est [0 ; 7/4].

2. S est I'ensemble des points M de coordonnées (x; y ) tels que :

0=x=1
0=y=g(x)

Al T B
24 %
AR
/ A&\\\ \\\

T AR
}’ ™)
R
AN
O T

I'aire de S est encadrée par l'aire du triangle OBI et I'aire du trapéze OABI
Ofxif  1=2

Aire (O8I = 5 > =lua=1xdecmi=4cm?®
Tit|xe2
_ (AB+ Ol)x IB o
Aire(OABI = = =
2 2
3

3
—mwa=—xdomit=06cm?

4= Aire(S) =6

3. Soit G une primitive de la fonction g, g est donc la dérivée de G et d'aprés ce qui précéde on doit avoir G
croissante puisque g est positive sur l'intervalle [0 ; 3,5]

donc on élimine la courbe n° 3 qui ne vérifie pas ces conditions.

On sait que G'(0) = g(0) = 0 donc la courbe admet une tangente horizontale au point d'abscisse 0 de la courbe,
ce qui élimine le choix de la courbe n° 1.

La bonne réponse est la courbe n°® 2.
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Exercice 17

L'objet de cet exercice est de démontrer le résultat suivant :

lim 2% _ g

A=k oy

Partie A : Etude d’une fonction
On considere la fonction f définie sur 0 ; + oo[ par :

Fx)=lnx-x

1. Calculer f'(x) et montrer que 'on a:

fiom= 2
2x

2. En déduire le tableau de variations de fsur ]0 ; + £2[ (les limites aux bornes
ne sont pas demandées).
3. Justifier alors que, pour tout xde ]0; + o[ ,ona:

lnxiﬁ

Partie B:
1. Démontrer que, pour tout réel x strictement supérieura 1, ona:

geinx 1

X ‘\/}?
2. Déterminer:

. 1
lim —

A=r ,\/;

En déduire
. In x
lim ——
Aty

On rappelle que la dérivée de la fonction

1
2-0x

x> \/; ast X =

Correction

Partie A :
1. La fonction f est dérivable sur ]0 ; + oo[ et
pour tout réel x strictement positif on a :

f'(x);l__ ! — 2_'\/;:2_'\/3'—:

X 240x  2x 2x 2x
2.
f'(x)estdusignedez-"-.E,carx>05ur]0;+o::[
étudions le signe de 2 - '\E

2-ﬁ>05i
2> '\Esi
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4>x =0
on en déduit les variations de fsur ]0 ; + £o[
fld)=Ind-2<0
x|0 4 +o
Ftx) + -
Indg-2
Fix)

fadmet un maximum absolue sur ]0 ; + o2[ qui est égal aln 4 -2 <0 pour x = 4 donc

pour tout réel x de l'intervalle ]0; +co[on a:

flx) =0 par conséquent : In x - '\E Z0dollnx =~/ X
Partie B :

1. en divisant par x > 0 les 2 membres de l'inégalité In x =~/ ¥ on obtient :

lnxqi\f;

x x
c'est a dire encore :

lnx{l

x  Nx

side plus x> 1 alors In x> 0 et x > 0 par conséquent :

Inx
0= —
x
conclusion pour toutréelx>1ona:
I x 1
0 — =2 —
X ‘\/}?
2.
. . 1
lim ~fx =+4w = lim — =10
A= 0 EE R Y- s
le théoreme de comparaison des " gendarmes " permet de conclure
Inx 1 ]
0% — 5 —
x njx
. 1 . Inx
lim —==0 = lim —=10
A e Hx Aoy
lim 0 =10
EE

http://www.everyoneweb.fr/Matheleve/

Fonction logarithme népérien

Page 41




Exercice 18

Le plan est rapporté a un repére orthonormal (G.1.7)

Soit f la fonction définie sur ]-1 ; + oo par : f (x) = x* -2,2x + 2,2In(x +1)

1. Faire apparaitre sur 1’écran de la calculatrice graphique la courbe représentative
de cette fonction dans la fenétre -2 =x =4,-5<y =5,

Reproduire sur la copie 1’allure de la courbe obtenue grace a la calculatrice.

2. D’aprés cette représentation graphique, que pourrait-on conjecturer :

a. Sur les variations de la fonction f ?

b. Sur le nombre de solutions de 1’équation f (x) = 0?

3. On se propose maintenant d’étudier la fonction f

a. Etudier le sens de variation de la fonction f

b. Etudier les limites de la fonction f en -1 et en + oo, puis dresser le tableau
de variations de f .

c. Déduire de cette étude, en précisant le raisonnement, le nombre de solutions
de I’équation f (x) = 0.

d. Les résultats aux questions 3. a. et 3. c. confirment-ils les conjectures
émises a la question 2.?

4. On veut représenter, sur I’écran d’une calculatrice, la courbe représentative de
la fonction f sur I’intervalle [-0,1 ; 0,2], de facon a visualiser les résultats de la
question 3..

a. Quelles valeurs extrémes de 1’ordonnée y proposez-vous pour mettre en
évidence les résultats de la question 3. c. dans la fenétre de votre calculatrice?
b. A I’aide de la calculatrice déterminer une valeur approchée par défaut a
1072 prés de la plus grande solution ¢de I’équation f (x) = 0.

5. Soit F la fonction définie sur ]-1 ; + co[ par

F(x) =;—x3 11x% 22,22+ 2,2(x + Dinlx +1)

a. Démontrer que F est une primitive de fsur]-1; + co[.
b. Interpréter graphiquement I’intégrale :

Jy o

c. Calculer

Jy o

et exprimer le résultat sous la forme b ¢r® +c & (b et c réels).

Correction
1.
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2 -1 /{

/?11234
i
|
|
|

b e Ea

2. a. Sur ’intervalle ]-1 ; 4] la fonction semble étre croissante.

b. La courbe semble couper I'axe des abscisses en un seul point d'abscisse 0, on peut donc
penser que la fonction s'annule seulement pour x = 0.

3. a

Flx)=x2-22x+2,2In(x+1)

2,2 (2x-2,2)(x+1)+2,2

Fixy=2x-22+

x4+ 1 r+1
o 2xE+2x-22x-22+2,2 2x*-0,2x Zx(x-0,1)
- x+1 - xr+1 - x+1

f'(x) est du signe du trindbme x(x - 0,1) car 2 et x + 1 sont positif sur l'intervalle ]-1 ; + eo[ .
f est donc strictement croissante sur les intervalles ]-1 ; 0] et [0,1 ; + o[
f est strictement décroissante sur l'intervalle [0 ; 0,1]

3.b.
en posant ¥ = x+ 1, quand % tend vers -17, X tend vers 07
lim In(x+1)= lim InX = -w
A= —1" X—=0°
lim 2,2In(x+1)=-w
A= -1 -
= lim X)=-w
lim x*-2,2x=32 x—>—1‘f( )
A= —-1"

Flx)=x2-22x+22In(x+1)= xg[l— £}+ 2,2In(x +1)
X

lim 2,2In(x+1)=+w

A oo

lim x2 = 4+m

A—r 400 T2 ] llIT.l f().','): + o
25 lim x{l— =_}= fo | e

lim 1- 222 2 q| = x

A=y 4o T

b. Extremum : f(0) = 0; f(0,1) = 0,01 - 0,22 + 2,2In(1,1) =- 0,21 + 2,2In(1,1)
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x|-1 0 0.1 +oo

7 x) + - +

fix)

- 0,21 +2,2In71 1)
c. la fonction f est strictement croissante sur [0,1 ; + eo[ de plus f(0,1) <0 et
lim f(x)= +w

donc I'équation f(x) = 0 admet une solution unique ¢rsur [0,1 ; + oo

sur l'intervalle ]-1 ; 0,1] f admet 0 comme maximum absolu, il est atteint seulement pour x
=0.

On peut donc en conclure que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions , I'une qui est 0 et
l'autre ex=[0,1;+ cof.

d. les résultats des questions 3.a. et 3.c. ne confirme absolument pas la conjecture faite a la
question 2.

4. a. Il suffit de prendre Ymin < - 0,21 + 2,2In(1,1) =-0,0003 s0it Ymi, =~ 0,0004

et Ymax #0,0001

4.b. On obtient f (0,15) < 0 < f (0,16) donc 0,15 < @< 0,16.

L’approximation décimale par défaut a 107 de ¢ est 0,15.

S.a.

F est dérivable sur ]-1 ; + cof et pour tout réel x on a :

1
Fix)= Ef —1,1x2- 2 2x+4+ 2, 2(x+ Dincx+ 1)

1 1
F'(x}:—sz—le,lx—2,2+2,2[1n(x+1}+(x+1)>< ]
3 x+1

=x2-2,2x-2,2+2,2(In(x+1)+1)
=x2-22x+2,2In(x+1)= f(x)
donc f est une primitive de la fonction F sur ]-1; + oo

5.b.
Sur l'intervalle [0 ; ], la fonction f est décroissante donc pour tout réel x de [0 ; ] ona

0 =x = ¢donc f(0) =f(x) =f( ¢x) soitf (x) =0
donc I’intégrale représente 1’opposé de 1’aire en unité d'aire de la surface délimitée par la
courbe représentative de f, 1’axe des abscisses et les deux droites d’équations X =0 et X =

¥
5.c.
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i

_[: feode = [Feol = [;_f 1% 2.2%4+2,2(x + 1) In(x + 1;}

i

1
= ?:ﬁ —11a2-22a+2,2(a +Dinca + 1)
on sait que f{a) = 0 so01t :
a?— 2,20 +2,2In(ax+1) =0
2,200 —a® s

done Infleg+1)= 4—— = & —
) 3.2

=@ ]. ] ﬂ-’z
e = —a” - 1,1 -2 2a+2,2(a+1)| a-
[y £ Godx = ( >[ Mj

1

_ Lo ~11la2-2 2a+2,2a%-—a” +2,2a - a’

3

= “a’+ O, 1ex*
3

Exercice 19

Soit f la fonction définie sur ]-1 ; + co[ par

fx)=-x+In(2x+2) - In(x + 2) .

On appelle (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal ( 4
CM pour une unité en abscisses et 8 cm pour une unité en ordonnées).

Préliminaires :

1. Montrer que sur ]-1; + cof, (2x+2)>0et(x +2) >0

2. Etudier le signe de x* + 3x + 1 sur F.et en déduire que sur l'intervalle -1 ; + ea],
x? + 3x + 1 s'annule pour une et une seule valeur @dont on donnera la valeur exacte.
Partie A :

1. Déterminer £ Que peut-on en déduire graphiquement ?
2.
2.a. Montrer que f(x) peut s'écrire sous la forme :

f{x}=—x+1n2+ln[x+l]

x+ 2
2.b. Déterminer alors
lim Fix)
2.c. Montrer que la droite D d'équation y = -x + In(2)

est une asymptote oblique a (C) en + co.
2.d. Déterminer la position de (C) par rapport a la droite D sur ]-1; + eo[

Partie B :

1. Calculer la dérivée f ' de f et montrer que :
, 4 3x4+1

Jix)=-

(x+1)(x+ 2)
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2. A l'aide des résultats obtenus dans les préliminaires,

étudier le signe de f " sur ]-1 ; + cal.

3. Construire le tableau de variation de la fonction f (on se contentera d'une valeur
décimale approchée & 10 prés de I'extremum de f )

Partie C :

1. Justifier que I'équation f(x) = 0 admet, dans I'intervalle [-0,8 ; -0,4], une solution
unique notée £ . Donner une encadrement & 10 prés de £.

2. Déterminer une équation de la droite T tangente a (C) au point d'abscisse 0.

3. Reproduire et compléter le tableau suivant : (.on donnera les résultats arrondis & 10
pres ).

x| 08 |42 0 05 { 2
f(x)
4. Représenter graphiquement la droite T, les asymptotes et (C) dans le repere donné.
Correction-
Préliminaires :
1.

sur]-1; + oo, x >-1donc 2x > -2 par conséquent 2x +2 >0
sur]-1;+ w[,x>-1doncx+2>1>0
2. £=3%-4x1x1=9-4=5>0donc le trindme x* + 3x + 1 admet 2 racines réelles
disctintes :

—3-45 3445
= —— &t Ky = —————

2 2

et il est positif a I'extérieur de ses racines :

X|=oo _3;*’@ __3'2'“"@ +oo

S|

=+3x+] + o - 0 +

4 <5 {9j2{£§3:’“_1{_3+“E{D:’“‘1{;¢_3+£-;0

2« 5{3:}—2}—5}—3:}—1}?}#}—3

_3_2J§{_

1

danc

{—3+J§
2

sur]-1; + o[, x* + 3x + 1 s'annule pour :

L 3% NG
2
& =-0,38.
sur]-1; + eof, x* + 3x + 1 > 0 si et seulement si x > .

Partie A :

http://www.everyoneweb.fr/Matheleve/ Fonction logarithme népérien

Page 46




1.
limi{—x)=1

= -1

lim (2x+2)=0" = limlhln(2x+2) = - = limlf(x) = —0

= -1

limlln(x +21=1nl=10

on en déduit que la droite d'équation x = -1 est asymptote a la courbe (C)
2.

2.a.

Fix)=—x+Ini(2x+2)-1nix+ 2}
=—x+ln2{x+1-1nlx+2)

=—x+lnZ2+lnizx+1 -In{zx+2)

:—x+1n2+1n[x+1]

s
2. b.
x 1+1
x+1 x 1+;
pour x = 0, = >
x+ 2 x[l+—] 14+ =
x x
lim 1+ L= 1 1 141
e Z = lim =~ > = lim X _
lim 1+ <=1 T Sl
= 4w x 4
. x+1
= lim ln[ ]=1n1=0 _
¥ 4w i+ 2 = lim f(x)=-o0
lim - x+1n2=-o i
2.C.

f(x)—(—x+1n2)=1n(“1]

x+ 2
lim 1n(“1]=0:>

=+ x4+ 2

donc la droite d'équation y = -x + In(2) est une asymptote a la courbe (C) en + co.
2.d.
Sur]-1;+ eo[,0<x+1<x+2donc:

x+1 x+1 clnlz 0

x+ 2 x+ 2
par conséquent f(x) - (-x +1In2) <0 sur ]-1 ; + o[, par conséquent la courbe (C) est en
dessous de la droite D sur l'intervalle ]-1 ; + eol.

Partie B :
1. f est dérivable sur ]-1 ; + oo[ et pour tout réel x de l'intervalle ]-1 ; + eo[ ona:

0«

-c:1:>1n(
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S D+ 24 (x+2)— (x4 1)

Jx)= (x +13(z +2)
— (P +2x+x++x+2-x-1 —(x*4+3x+20+1
- (x+ iz + 2) T T A+ 2)
—x*-3x—-2+41 -—x*-3x-1 x4+ Ex 41

(x+1D(x+2) (x4 D(x+2) (x+D{x+2)
2. d'apres les préliminaire (x + 1) et (x + 2) sont strictement positifs sur ]-1 ; + caf,
donc f' (x) est du signe de -(x2 + 3x + 1).

3.
Valeur approchée & 10 prés de f( ) .
f(e¥) =0,1
Si vous tenez a calculer vraiment la valeur exacte ...
~3+ ~J'_ —1+f5
f@ﬁgﬂﬁﬂﬂ+m 3B ot 2
_3+J_ 2 1+f5
2
— _ 2
_ n2+1n J_+m2+n1£ii—ﬂ—
2 5+1 4
2
:3‘2 -Hn2+m[ } i “r n2+2ln {Ji_i

=3_“r 2+2m( 5 ) 21n 2

2
25
== 1n2+2m(J§ )
Tableau de variation de la fonction f
x| -1 . —+co
7 + -
Aot
fix)
—00 —00
Partie C :
1.

f(-0,8) =-0,30<0
f(-0,4) =0,11>0
f est dérivable sur l'intervalle ]-0.8 ; -0,4 [

f' (x) >0 sur l'intervalle ]-0.8 ; -0,4 [ donc la fonction f est strictement croissante sur ]-

0.8;-0,4[ deplusf(-0,8) =-0,30<0etf(-0,4) >0 donc I'équation f(x) = 0 admet
une solution unique & sur l'intervalle ]-0.8 ; -0,4 [.

f(-0,64) > 0 et f(-0,65) < 0 donc -0,65 < £ < -0,64

2.

Coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse O :
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f'(0)=1/2
Ordonnée du point d'abscisse O :
f(0)=In2-In2=0

L'équation de la tangente au point d'abscisse 0 est donnée par la formule :

y =f'(0)(x - 0) +1(0)

y =x/2

T:y=x/2

3.

e | 08 |72 0 05 1 2
() 02 | 01 0 03 | 07 | -16
4.
x=-1
T
T
D

=l

()
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Exercice 20

Partie A

Soit g la fonction définie sur l'intervalle

I =]0; +eo[ par g(x) = x2 - 2Inx.

1) Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.
( On ne demande pas de calculer les limites aux bornes de 1)

2) En déduire que pour tout réel strictement positif :

g(x) >0
Partie B

Soit la fonction f définie sur l'intervalle I par :

1 2 1+1nx
===+t —
J(x) > > .
On note ( C) la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d'un
| (&.1.0) , d'unité graphique 2cm.

repere orthonorma
1) a) Etudier la limite de f en 0 et en déduire I'existence d'une asymptote a la
courbe (C)

b) En remarquant que f(x) peut s'écrire :

ij:lx—§+l+mx

2 % x
étudier la limite de fen + o .
2) a) Montrer que pour tout nombre réel x de l'intervalle I,

. glx)
X =
£ =S
b) Déduire de la partie A, le signe de f '(x), puis le sens de variation de la
fonction f sur l'intervalle |

c) Dresser le tableau de variation de f.
3) Soit (D) la droite d'équation

y = 1 o 3
2 2
a)Montrer que la droite (D) est asymptote a la courbe

(C).

b) Déterminer par le calculs les coordonnées du point d'intersection de la
courbe ( C) et de la droite (D)

c) Sur l'intervalle I, déterminer la position de la courbe (C ) par rapport a la
droite (D)

4) Construire avec soin, dans le repére (C.7.7) Ja droite (D) et la courbe
(©)
Partie C
On considere la fonction h définie sur l'intervalle | par :
B(xy= BE

X
1) En remarquant que h(x) est de la forme u'(x) u(x) , déterminer une
primitive de la fonction h.
2. On considére la partie du plan limitée par la courbe (C ), la droite (D) et
les droites d'équation : x = 1/e et X = e2 Hachurer cette partie de plan, puis
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calculer son aire en cmz.

Correction

Partie A
1) g est dérivable sur ] 0 ; + eo[ et pour tout réel x appartenanta] 0 ; + co[ on
a:

2 _ 2 _ —
g'(x]l=2x—£: 2x 2=2(x 1)=2(x Dix+ 1
X X X X
sur l'intervalle JO ; + eo[ , 2(x + 1) et x sont strictement positif donc g'(x) est

du signe de (x -1) on en déduit les variations de g :

XD +-co

1
gl -0+

() \1 /

2)g(1)=1-2In1=1>0

g admet un minimum absoluen x =1 quiestg(1) =1

donc pour tout réel x appartenanta ] 0 ; + oo

g(x) > 0.

Partie B

1) a)

limlnz=—-ow = lim(l+lnx)=—cw

2 vl 1+1n x

= lim = —o
¥=0 x

: +
lim z=10
¥= 0"

danc limIJ F(x)=—o

interprétation graphique la courbe (C) admet une asymptote verticale
d'équation x = 0.
b)

. ln x
lim —— =10
= +w ¥

1
lim —=10 > = lim f(x) =+

N t+w x K—F +mw

. 1 3
lim —x — == 4o
K= w2 2

2) a) f est dérivable sur | et pour tout réel x appartenanta lona:

l-:Jr—(1+1n x)

oy 1z _
SR =S+ — =
1 1-1-lnx 1 Inx
2 xE 2 x
x2 2xlnx  z*-2xlnx  g(x)
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b) g(x) et 2x2 sont strictement positif sur | par conséquent
f'(x) est strictement positif on en conclu que f est croissante sur I.

c)
=z (0 +coo
t'() +
mﬂgﬁfff”ffﬁm
3) a)
1 3 14+1n x
- —x-=|=
Fix) [2 2] .
lim 1+1nx=0
Or = 4w x

(limite calculée partie A question 1) a) )
donc la droite (D) est asymptote a la courbe (C)
b) soit x I'abscisse du point recherché on :

Ffixl=—zx—-——=

1
2

P S R A T

2 x

hrz=-1l= P =l x= 2

2

1/e est I'abscisse du point recherché , il suffit de reporter cette valeur dans
I'équation de (D) pour avoir I'ordonnée de ce point :

1 1

2 @

B_L 3_1—3@
2 2e 2 2e

C'est donc le point de coordonnées :

&
f{x}—(%x—i] 1+1ln x

l+lnz>0=lnzx>—-1 228"

1-Ze
2e

|

2

X
1

sur l'intervalle ]0 ; e[, 1+ Inx < 0 donc la courbe (C) est strictement en
dessous de la droite (D)
sur l'intervalle Je™ ; + o[ la courbe (C) est strictement au dessus de la droite

(D)
4)
i
T ) / |-
O I

(E=
]
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Partie C :

1) h est dérivable sur I , soit H une primitive de h sur |
posons u(x) = In x on a u'(x) = 1/x et par conséquent h est de la forme u'u on
en déduit : H = u?/2

in - o x)*

_I.:ef(x)—[;—x— ;].:fx = _I'e 1,107 o

Lie » x

1.2
27" 22 (In =)
|:1nx+%:| =1n.;=,'2+—(1n;jl i e

lie g z

=2+2+1—l=E
2 2

L'unité d'aire est de 4 cm?
L'aire de la partie hachurée est donc 4 x 9/2 = 18 cm?

Exercice 21

Partie A

Soit g la fonction définie surJO ; + o[ par : g(x) =-x + x In x.
(ou In désigne le logarithme népérien ).

1. Résoudre dans I’intervalle] O ; + ca[l’équation g(x) = 0.

2. Résoudre dans I’intervalle] 0 ; + co[l’inéquation g(x) > 0.
Partie B

Soit la fonction f définie sur ]JO ; + eo[ par :

-3 1
X)l=—zx*+—2x%lnzx
Jix) 1 5
On appelle (T7) la courbe représentative de f dans un repere orthonormal

(@.1.7) (unités:2cm).
1. Déterminer
lim F(x) et limu Fix

2. Montrer que f'(x) = g(x) . Utiliser les résultats de la partie A pour établir le

tableau de variations de f.
E]

3. Calculer J (22}, On fera apparaitre le détail des calculs.
4. Soit A le point d'abscisse 1 de (T7).
Déterminer une équation de la tangente en A a la courbe (T7).

5. Tracer dans le repére (0.1.7) 4 tangente T ainsi que la partie de la courbe (
I') , relative a l'intervalle [0 ; 6] .
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6. Soit la fonction F définie sur ]JO ; + cof par :

Fixy= %XEIII x—%f

a. Montrer que F est une primitive de fsur ]0 ; + oa[.

b. Calculer en cmz? l'aire du domaine limité dans le repere (Q.1.0) par la courbe
(I"), I'axe des abscisses et les droites d'équation x = 1 et x = e . On en donnera une
valeur approchée & 107 prés.

Correction

Partie A

1. g(x)=0

X+ xInx=0

X(-1+Inx)=0

-1+Inx=0

(x ne peut pas étre égal a 0 puisque la fonction g est définie sur J0 ; + eo[ )
Inx=1

Inx=Ine

X=e

S={e}

2.9x) >0

X(-1+Inx)>0

X est toujours strictement positif puisque la fonction est définie sur ]J0O ; + eo[.
-1+ Inx>0sietseulementsilnx>1

si et seulementsilnx >1Ine

si et seulement si x > e

Signe de x(-1 + In x) :

3|0 £ +o0
Zn + +
-1t nx - +
-1+ In - +
S=]e; +oof
Partie B
l.en+eoo

-3 1 -3 1
1= —zx*4+—x*lnx= x| —+—In x
S (%) 4 2 [4 2 :|

lim ln x = +co
= o

lim _—3+—1nx:+m .
B w4 2 lim fi{x)=+4wo
lim x2%=+4co F

= 4w

en 0
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limuxlnx:Cl

_ donc liﬂ?j%x2 lnx=10
bm —x=10 done lim f(x) = 0

lim —2 x2= 0
=0 4

2. f est dérivable sur JO ; + o[ et pour tout réel xde ]JO ; + co[ona:

-3 1
)= —zx*+—x*lnx
flx) = 5

I |
ur

Jx) = i(Exj+1§(2len x+lx2><l

4 . 2 %

u'yuy!

1
= ?x+ xln x+§x= —x+zxln x=gix)

en utilisant les résultats de la partie A on en déduit les variations de f

z|0 £ +co
Al I
“ \ %/F
-E
-3 1 -3 1 -1
gl= —e*+ —g?lne=—eoi+ —gf= —g?
(e 4 2 2

-3 1 -3
i=—+—-Inl=—
S 4 2 4

donc le point A d'abscisse 1 a pour ordonnée -3/4.
F'ih=gl)==-1+1ln1=-1
Le coeficient directeur de la tangente au point d'abscisse 1 est f '(1) = -1, on en une

I'équation de la tangente au point d'abscisse A :
y=J'Mx-1+ (1)

3
=—1z-1-=
b ( ) 2

=-x+1- :
u 4

——Jr+1
Y 4

5. Construction de la courbe (I") et de la tangente en A sur [0 ; 6]
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)

Ne
N LS

oy

6.a. F est une primitive de f sur ]JO ; + co[ si F est dérivable et F'(x) = f(x)
F est dérivable et

Fix)= 1'—;r31n x—HxE
& 36
F'(x):l3x21n x+lx3x1——£3x2
& & x 36
= llen x+lxz—ux2:lx21n J':+i;*::‘—£:ﬁ:2
& 12 2 12 1

= _—x%ln x - ixg = ix2+l:ir21n x
12 4 2

On retrouve bien F'(x) = f(x) donc F est bien une primitive de fsur ]0 ; + o[

b.

/

/

l‘—*l
H‘“‘m

N
o

e

—

(o
L'unité d'aire est de 4 cm?2

sur l'intervalle [1 ; €], la courbe (I") est en dessous de I'axe des abscisses
en unités d'aire l'aire du domaine est :
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. 1 11 57
.[1 - Ffixidx = _[EXEIH x—ﬁx{L

= - lEEIHE—£€3 - llnl—ﬂ
BN 36 & 36
[
LB 36 36

(6 5 11 34_11}

=—| —=¢

_E —_—
|36 36 36

5 5 11 5 ., 11
=== t—=|=| = — — |ua
| 36 26 26 26

encm?:

3_
ié‘E—ﬂ X4=Mcm2sﬁ9,94 o
36 36 9

Exercice 22

Partie A -

Soit g la fonction définie sur ]0 ; + o[ par :
In x
glx)=——+e
x

On note C, la courbe représentative de g dans le plan rapporté a un repére orthonormal.

1. Déterminer la limite de g en 0 et en + co. Que peut-on en deduire pour Cq ?

2. Déterminer , a l'aide de la dérivée ¢, le sens de variation de g. Dresser le tableau
de variation de g.

3.

\ e

[31)
a1}
a1}

o——————

o 1 ! i i

courbe 1 courbe 2 courbe 3
L'une des courbes précédentes est la courbe C,. Indiquer le numéro correspondant a C,,
en précisant la raison de votre choix .

4. Calculer g(1/e) . En déduire, pour tout x appartenant a J0 ; + e[, le signe de g(x).
Partie B -

Soit la fonction f définie sur ]O ; + co[ par :

Fix)= %(1nx}2+ex—e

On note C¢ la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthogonal
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http://homeomath.imingo.net/fonction.htm

(unités graphiques : 4 cm en abscisse et 2 cm en ordonnée ).

1. Soit x appartenant a ]O ; + ca[. Vérifier que f'(x) = g(x).

2. Déterminer les limites de fen O eten + eo

3. Dresser le tableau de variation de f.

4. Déterminer I'équation de la tangente (T) & C; en son point | d'abscisse 1. Préciser
la position de Cs par rapport a (T).

5. Tracer (T) et Ct

Partie C -

1. Soit H la fonction définie sur ]O ; + co[ par :

H(x) = x (In )2 - 2x In X + 2x

Soit h la fonction définie sur J0 ; + eo[ par : h(x) = (In x) 2.

Vérifier que H est une primitive de hsur ]JO ; + eo] .

2. Soit (D) la partie du plan limitée par les droites d'équations x =1 etx = ¢, la
tangente (T) et la courbe C;. Calculer l'aire A, exprimée en cm2 de (D) . On donnera
la valeur exacte, puis I'approximation décimale par défaut & 102 pres.

Correction
Partie A

1.

lim x=07

x—0"

oo Inx
_ = lim —— = -
lim lhx = —e 0"
a=0"

= lim [ln_x+ e] = lim g (x) = -
x=0" o x=0"

par conséquent la droite d'équation x = 0 est asymptote a la courbe C, ( asymptote
verticale )

o1 . 1 .
litn o 0= lim [E+e]= im gixy=¢
A=y A=r +@ ¥ EECE Y-

on peut donc en déduire que la droite d'équation y = e est asymptote a la courbe C, (
asymptote horizontale )

2.
La fonction g est dérivable sur]0 ; + co[ et :
1
—x—-1-1nx 1-1n x
- _
g II:x) = 2 = 2
x X

g'(x) est du signe de 1 - Inx puisque x?2 est strictement positif sur ]0 ; + e[ , étudions
donc le signe de 1 - In x
1-Inx>0==1>Inx =e>x

gle)= lr1—&?+€= 1—+€
€ €
=0 [ +co
£z + -
g(x) 14\
E
-0 =
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3.
e Lacourbe n°1 est en dessous de la droite d'équation y = e ce qui est en
contradiction avec la fonction g, puisque la fonction g est telle que g(e) > e.
e Lacourbe n°2 est la courbe représentative d'une fonction décroissante, puis
croissante, ce qui est en contradiction avec la fonction g qui est croissante sur [0 ;
e] et décroissante sur
[e; + eol.
e Lacourbe n°3 est la courbe qui correspond a la fonction g, g admet bien un
maximum en e et ce maximum est bien strictement supérieur a e.
4.
In x
glxy=—+e
x
1
1 In —
5[—]= 1€ +e=-¢lnete=-e+te=10
g
€
=0 1le £ +oo
gz

+ -
g /1 ﬂ\
[S
-00 =

On en déduit le signe de g(x) sur ]0 ; + eo[

%[0 /e +co
g(®) - 04
Partie B
1. f est dérivable sur ]0 ; + o[ et :
1 1 1
Flixy= —. 2[—](1nx}1+ e= 2% oo g ()
2 X X
limInx = - = lim —(lnx)° = +e
as0" a0t 7 lim. Fix)= 4w
lim (ex — e) = —¢ =0
2. a—0*

On peut en conclure que la courbe Csadmet un asymptote horizontale d'équation x =
0.

lim lnx =+mw = lim 1—(ln X2 = 4w

A= e A oo llm f(x} = +m
. A= oo

lim (ex — ) = +w

E i B =

3. f'(x) = g(x) on en déduit les variations de f

2
f[l—]= 1—[1111—] +€-1——e= 15(— 1ne)2+1—e= %—e

2 g g
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=z |0 1/e +oo
£z

- +
Hz)] m
32 -

4. Equation de la tangente au point d'abscisse 1.
Calcul du coefficient directeur de cette tangente

In1
Fruly= g(l): T+€: e
e est le coefficient directeur de cette tangente.
F)= (1) +e-e=o

y-f1)=f(1) (x-1)

y-0=e(x-1)

Equation de la tangente

(T)Y:y=ex-e

Pour étudier la position de la courbe C; par rapport a la tangente (T) d'équation y =
ex - e il suffit d'étudier le signe de f(x) - (ex - )

filxy—lex—e)= IE(IH X1 =0

On en déduit que Cs est au dessus de sa tangente (T) au point d'abscisse 1.
5.

-}

Partie C.

1. La fonction H est dérivable sur JO ; + cof :

H'(x):1-(1nx}2+x-2-[1—]-1nx— 21nx—2x-1—+2
X X

=(lnxrP+2lhx-2hx-2+2

=(lnx)? = k(x)

donc H est bien une primitive de h sur 0 ; + eo[
2.
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=1
v =1fx)
¥ =X - g
x=¢e

A= _r:[f(x) —(ex — e)]cix ti.c1.
J': [/ (x) - (ex — &) |ax

_ J‘l*%(m 2 = %Leh(x}dx

1 e
= —|H (x

L[E 0]
= ;—[e(lne)z— Zelne+2e—-1(In12+ 2Inl- 2]
:l—[e—2€+2e—2]: ¢ 2

2 2
A== : Wt o=

2

x4 x2cm?=4(e—-2)em? = 2.87cm?®

Exercice 23

On consideére la fonction f définie sur ]J0; + ©o[ par:

1+1n x

Flx) = ——
x
, . . (0.7.7]

et on note C sa courbe représentative dans un repére orthonormal
( unité graphique : 5cm)
Partie A : Etude de la fonction f.
1. Etudier les limitesdefenO eten + co
(pour cette derniére on pourra remarquer que :

1 Inx
Jlx)=—+ )
x x
2. a. Montrer que :
, -ln x
Fix) = —
x

pour tout x appartenanta ]JO ; + £o[
b. En déduire le sens de variation de f .
c. Dresser le tableau de variation de f.
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Partie B : Etude de quelques points particuliers de C
1. Déterminer l'abscisse x; du point d'intersection M; de C avec |'axe des abscisses.

2. Soit x, = 1/'J€_. On note M, le point de C d'abscisse x,.

a. Déterminer une équation de la tangente 1‘52 au point M,.

b. vérifier que £, passe par O.

3. Indiquer I'abscisse x; du point M; de C tel que la tangente £ 3 C en Mj soit parallele a I'axe des abscisses.
4. Soit f'" la fonction dérivée de f' : calculer f"(x) pour

X appartenanta]O; + oof.

Déterminer le réel x4 qui annule f"(x) .

On appelle M, le point de C d'abscisse x,.

5. Vérifier que x4, X, X3, X4 sont quatre termes consécutifs d'une suite gé¢ométrique dont on indiquera la
raison.

6. Placer les points M,, M,, M3, M, dans le repere (C.2,7)

Construire les tangentes ﬂz et ﬁg puis la courbe C.

Partie C : Calcul d'une aire

1. On note g la fonction définie sur ]J0 ; + ©o[ par:

g(x) = (In x)?

Calculer la dérivée de g. En déduire une primitive de fsur ]0 ; + o[ ,aprés avoir remarqué que :

1 In x

Fe =+ X
£ £

2. Hachurer le domaine plan limité par la courbe C, I'axe des abscisses et les droites d'équation x = 1/e et x = 2.
Calculer la valeur exacte A de l'aire de ce domaine exprimée en cm?,

Correction
A1l

1+1lnx
Jix)= ——

x

limL Inx= -«
x.—>IZI =>1imtl+1nx=—n:-
lim 1=1 it = lim f(x) = -

lim x = 0%
= 0"

on peut en déduire en passant que la droite d'équation x = 0 est asymptote a C.

1 1lnzx
Fly ==+

x
lim l= 0

i = lim F(x)=0

] In x ¥ 4w
lim =10
= +w ¥

On peut en déduire que la droite d'équation y = 0 est asymptote en + co
2.a.
f est dérivable sur ]J0 ; + oO[ et pour toutréelxde]0;+ to[ona:

1—x—1(1nx+1)
i) = X

=1—1nx—1= -ln x
2

2 2

X X X
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2.b.

f'(x) est du signe de - Inx car x> >0 sur ]0 ; + caf

- Inx > 0 si et seulement si Inx < 0 si et seulementsiO<x<1

on en déduit que sur l'intervalle ]0; 1], f'(x) =0 donc f croissante
sur l'intervalle [1; + e[, f'(x) =0 donc f décroissante .

2.c.
X0 1 +oo
F = + -
1
#ix)
-m [:I
1+1In1l
S = T 1
Partie B :
1. Le point M; a pour ordonnées 0 donc son abscisse est solution de I'équation f(x) =
+
Fy=0e BT e im0 = -1
x
1 1 -1
S lnx=-lneelnzx=ln—& x=—_=2¢g
g 2
X = 1 M [ l; D]
g g
2.a.
coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse x; :
—ln ! 1 1
Iz 1 _ 7;=1n—\;"{e_=§né=§=lxe=e
e : 1 1 1 21 2
Je_ g g g

ordonnée du point au point d'abscisse x, :

1+1n1 -1+ 1
- 2: 2 - -
1

=) F T T

équation de la tangente £, au point M, :

(N Ve
2

5
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=
'y_E[x JE]+2
_e e e
Y73 2( 2
M CN )
o o 2
_e
Y73

b. c'est bien I'équation d'une droite passant par |'origine du repére.
3. la tangente au point M; d'abscisse x; est paralléle a I'axe des abscisses donc son coefficient directeur est nul

doncf'(xs) =0onendéduitx;=1etM;(1;1)

4,

v “Inx _ Inx
R

1

\ —x~2xlnx x—2xln x 1-2lnx Z2lnx-1

Slxy=-2 7 == T = - T :
X X X X
f”(xj=0@21n—§_1=0@21nx—1=0¢> 21nx=1¢>1nx=%
X

@1nx=1§1n2®1nx=1n~j;<:> x=~\fe_

donc x, X5, X3, X4 sont les quatre termes consécutifs d'une suite gé¢ométrique de raison '\.E
6.
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PartieC:
1. g est dérivable sur ]0; + o[ et pour tout réel xde ]0; + o@[ona:

g(x)=1({nx)
g{x)=2x 1_(111.:::)1 = 2111_3:
x x

1 Inx
—+

Jx)= —
x x

F(xy=Inx+ ;—(ln x)?

2.
2

A= Ef(:::)dx - {lnx+ %(m x)z}l -

llnz + %(lnz)2 - {1n§+ %[m éfﬂ -

1 2 1
In2+ —(In2)y -| -1+ —|=
L2y —(-1+ 1]

1
In2 + 5(1112)2 + —=1,43u.a=35,8cm?

P |

Exercice 24

Partie A -

Soit la fonction f définie sur l'intervalle I=]0 ; + co[ par :
f(x) = In(2x) - In(x+1)

1. Vérifier que pour tout réel x de lon a:

f(x):ln(2)+1n[ x ]

r+1
2. a. étudier les variations de la fonction f sur l'intervalle |
b. calculer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition

.
c. Dresser le tableau de variation de la fonction f.
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3. On note (C) la courbe représentative de f dans un plan muni d'un repere

orthonormal (@1 -JJ; lunité de longueur est 2 cm.

a. Déterminer I'abscisse du point d'intersection de la courbe (C) avec I'axe (O ;
i).

b. déterminer une équation de la droite (T) tangente a la courbe (C) au point
d'abscisse 1.

c. tracer la courbe (C) et la tangente (T)

4. Déterminer le nombre ¢tel que la tangente (&) a la courbe (C) au point
d'abscisse ¢soit parallele a la droite d'équation y = x.

Partie B -

Soit la fonction g définie sur I=]0 ; + co[ par :

g(x) =x1In(2x) - (x +1) In(x + 1)

1. Démontrer que la fonction g est une primitive de la fonction f sur I.

2.a.

étudier le signe de f(x) d'apres les résultats de la partie A.

b. En deduire les variations de g sur l'intervalle |

3. Calculer en cm2 la valeur exacte de I'aire de I'ensemble des points M(x; y) du
plantelsque 1 <= x =2et0 =y =f(x)

Préciser une valeur décimale approchée a 0,01cm? pres.

Correction-

1. pour tout réel x de lon a:
Filx)y=1n(2x)— InCx+ 1)
Inc2y+ Infx)— Indx+ 1)

1n(2)+1n[ x ]
x+ 1

donc pour tout réel x de lon a :

f(x):ln(2)+1n[ * ]

r+1

2.a. la fonction f est dérivable sur | comme somme de 2 fonctions dérivables

2 1
Ix = - = =
7 2x x+1
1__ 1 _x+1—x_ 1
surlet X x+1_x(x+1}_x(x+1)

f'(x) > 0 sur I donc f est strictement croissante sur I.

b.
Filx)=1n(2x) - In(x+1)
lm Inf2x) = —-m
A—0" .
1 = -
lim In G+ 1) = In1 = 0 = -

on en déduit que la courbe représentative (C) de la fonction f admet la droite x
= 0 comme asymptote ( asymptote verticale )
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f(x):ln(2)+1n( al J

*+1

. . . 1
lim o litn L lhim —— =1

A 40 s 00 1 A 4on 1
wrl x[1+—] [1+_]
X X

or In(1) = 0 donc

lim ln[ x ]: 0
A= oo x_l_l

11 = In?2
On en déduit donc x—lﬂlmf(ﬁ =

La droite d'équation y = In 2 est asymptote a la courbe représentative (C) de f (
asymptote horizontale )
C.

£(x) n

2
f(=)
00

3.a. Le point d'intersection de (C) avec I'axe des abscisses a une ordonnée nulle
donc son abscisse x Vérifie I'équation f(x) =0

flxy=0<
InZxy—-Inix+ 1) = 0 =
In2xi=Ilnx+1) =

2r=x+1&

x=1
C'est donc le point d'abscisse 1.
b. Calculons le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 1 :

N .
f(l)_lxz_z

On sait de plus que f(1) = 0 d'aprés la question 3.a
L'équation de la tangente au point d'abscisse a de la courbe est : y - f(a) = f'(a)
(x - a)
Donc I'équation de (T) esty - 0 =0,5(x - 1)
1 1

(T):y:Ex—E

C.
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(T)

|

x=0[I0C)

4. Pour ( &) soit parallele a la droite d'équation y = x il faut que ces deux
droites aient le méme coefficient directeur c'est a dire 1.
Par conséquent ¢xdoit vérifier I'équation f'(x )=1

1

x(x+1):

x(x+1r=1

x2+x=1

X:+x-1=0

A=14+4=5=0donc 2 solutions pour

I'équation x2+ x-1=0

1445
2
-5

X, = ——— < 0 ne convient pas

1+ S5
2

=0 convient

done o =

Partie B.
1. La fonction g est dérivable sur I, calculons sa dérivée :

glx)=xln(Zx) - (x+nlx+1)

200 =1-(2x) +x ———1.In(x+1) - (x+1). —
2x x+1

=In(Zxy+1-Inlx+1)-1
= In(2x)- In(x+1)
= fx)

g'(x) = f(x) donc g est bien une primitive de f sur I.
2.a on sait que f(1) = 0 on en déduit donc le signe de f(x) :
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AN 1 +oo
A

fz)

-0

fx) -

2.b

z|0 1 +oo

f(x) - 0+

g(x) /]‘ﬂ\\

g1)==n2-2ln2=-1n2

3.La courbe représentative de f est au dessus de lI'axe des abscisse sur
I'intervalle [1; 2] donc l'aire de I'ensemble des points M(X; y) du plan tels que 1
<X =2et0=y =f(x)estégalea:

(Lg Jxdx )u.a

(u.a unités d'aire )
Calculons l'intégrale :

[ reodc= [gof = g@- g
ff(x)cfx: 2ind—3ln3+1n2

=2mh22-3IIn3+1ln2
=4ln2-3n3i+In?

37
—5ln2-3ln3=1n2"-n3 =Iln=—=
27

L'unité d'aire étant de 4 cm?,
L'aire du domaine demandé est donc de :

T
32 32 —
1n—u.a.=41ngcm2w 0.630 cm2 “

=l

-1

Exercice 25

Dans tout le probleme, | désigne l'intervalle ]0 ; + cal.
Partie A

Soit g la fonction définie sur l'intervalle | par :

g(x) =x2+6-4lnx

On admet que le tableau de variation de g est le suivant :
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0 9 +co

H
£z

-0+
g(x)\/

1. calculer g( w"'ET).

2. En déduire que g est une fonction positive sur l'intervalle I.
Partie B

Soit la fonction définie sur l'intervalle | par :

X 1 In x
)= - —4 22
4 2x x
On f' la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle | et C la courbe

représentative de la fonction g dans un repére orthonormal (O.1,) d'unités
graphiques 4 cm.

1.a. étudier lalimite defen + o

b. étudier la limite de f en 0 et en déduire I'existence d'une asymptote a la courbe
C.

c. Montrer que pour tout réel x de l'intervalle |,
X
fin = £
4z

d. Déduire de la partie A, le signe de f'(x) puis le sens de variation de f sur
I'intervalle I.
e. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur l'intervalle I.

2. Soit (D) la droite d'équation y = x/4 dans le repére (O.1.7)

a. Montrer que la droite (D) est asymptote a la courbe (C)

b. Déterminer par le calcul les coordonnées du point d'intersection de la courbe
(C) et de la droite (D)

c. Déterminer la position de la courbe (C) par rapport a la droite (D).

3. En utilisant les résultats précédents, tracer avec soin dans le méme repeére

(0., 7) la droite (D) et la courbe (C)

4. On considére la fonction h définie sur l'intervalle | par :
hGxy= SL4 10X
2x X
In x
a. Enremarquant que X est de la forme u'(x).u(x), déterminer une primitive de
la fonction h.
b. Calculer en cm? I'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C), la droite

(D) et les droites d'équation x = 'Jé'_et X=e.

Correction

Partie A
let2.
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N = (VZ) +6- 4102

=2+6-2ln2=8-2In2 >0

g atteint son minimum en ~f2 sur 1 et g( w"'ET)> 0 donc g(x) > 0 pour tout réel x
appartenant al.

Partie B
1l.a

Jx)=

In x

* 1

4 Zx x
X |
lim — = 4m

EEE 4

lim - —=0; lm f(x)=+w

A=k 40 2 A= 400

hm - — = - > = 11 = -
fm- g = lim 1G9 = -

lim lhx = —m
a0 . lnx
_ = lim —=-mw
limx=0" =00 X
A—=0"

Donc la courbe représentative de f admet une asymptote verticale d'équation x =

+
Ax® x®
X2 2 41— xln x)
+ + =
4x2  4x= 4x=
x*+é-4xlnx  g(x)
4t  4x2

d. 4x% > 0 sur | donc f'(x) est du signe de g(x) or g(x) > 0 sur | d'ou f est strictement
croissante sur l.

e.
£'(z) +
el
f2) /
HoD
2.a.
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. X . 1 It x
lim {f(x)——}: lim [——+—}: 0
A= 400 4 A= 400 23‘.’: by

_—— —_—

d'aprés la

donc la droite d'équation y = x/4 est asymptote a la courbe (C) ( c'est une
asymptote oblique ).
b. Soit M(x ; y ) le point d'intersection de (D) et (C) alors le couple (x ; y ) est

solution du systeme :

’=

X
f(x)'=z

Résolvons sur | I'équation f(x) = x/4
1 In x
-t —=10
2x x
-1+2lnx
2x

2lnx=1

=0

lnle—
2
x:é'”j:-\fe_

d'ou

Les coordonnées du point d'intersection de (D) et (C) sont

(~fe ; ~fe/a)

c. Pour étudier la position de (C) par rapport a (D) il faut étudier le signe de f(x) -
x/4, le signe de f(x) - x/4 dépend de -1 + 2 In x

1+2nx>0 S 2Inx>1 S Inx>1/2 S x> e
Autrement dit la courbe (C) est au dessous de la droite (D) sur l'intervalle 10 ; '\.XE‘_]

et (C) est au dessus de la droite (D) sur l'intervalle ['JE'_; + oof
3.
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> v=xi4 ®)
]
i
o1
()
4.a. Soit H une primitive de h sur | :
-1 1 -1 1 1
B(x)= 4+ 2 T8 DD nx
2x x X x

— 2
Hix)= ?llnx+ (n x)

b. Soit A I'aire du domaine, (C) étant au dessus de (D)
ona:

A= Eg[f(x)— EJJ}: u.a.=_[:gh(x)cix u.a.

_Lr‘ B(x)dx =

[= (x)];,;:
H(e)- H(Je)=

Exercice 26

Dans tout le probleme, | désigne l'intervalle ]O ; + o[
Partie A

Soit g la fonction définie sur ]O ; + o[ par :
g(x)=xInx-2x+3

1.a. Déterminer la limite de g en 0.

limxlnx =0
(on admettra que x—1

b. Déterminer la limite de gen + o
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(on pourra mettre x en facteur ).

2. Déterminer a |'aide de la dérivée g', le sens de variation de la fonction g.
Dresser le tableau de variations de g.

3. Calculer g(e). En déduire que pour tout x appartenant a ]0 ; + o[, g(x) >0

Partie B

Soit f la fonction définie sur ]0 ; + o[ par:

f(x) =2x%Inx - 5x2 + 12 x

On note C la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthogonal ayant pour unités
graphiques :

e 2 cm en abscisse,
e 1cm enordonnée.

. Soit x appartenant a ]0 ; + o[. Montrer que f '(x) = 4g(x).
. a. Déterminer la limite de f en 0.
. Déterminer la limite de f en + .

. a. Déterminer une équation de la tangente T, a C en son point | d'abscisse 1.
. Déterminer une équation de la tangente T, a C en son point K d'abscisse e.

1
2
b
3. Dresser le tableau de variations de la fonction f.
4
b
5.TracerT,, T, etC.

Partie C

1. Soit la fonction définie sur 10 ; + oo par
1 1

Hixi= —x"|lnx- —
3 3

et h la fonction définie sur 10 ; + oo[ par h(x) = x? Inx.
Vérifier que H est une primitive de h sur]0; + oo .
2. Soit D la partie du plan limitée par les droites d'équation x =1 et x = e, I'axe des abscisses et la courbe C.

Calculer l'aire A, exprimée en unité d'aire, de la partie D. On donnera la valeur exacte puis la valeur arrondie
au centieme.

Correction
Partie A
1.a.

limxlhx=10

a—=0

= lim xy=3
1iﬂ3(—2x+ 3= 3 Hﬂf( )

1.b.
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g(x):xlnx—2x+3=x{lnx—2+ i}
X

lim lnx = +m

A= oo ] 3
3 = lim [1nx—2+—:|:+m
lim - = =0 i x

A oo b

lim x = 4o

A= 4o -

= lim g(x)=+4w

A oo

2. g est dérivable comme somme de fonction dérivable sur ]0 ; + o[, calculons g'(x) :

g'(x):l-lnx+x-1——2: Inx-1
X

Etudions le signe de g'(x) :

g'x)>0 = Inx-1>0 = Inx>1 “x>e

donc g est décroissante sur [0 ; €] et elle est croissante sur [e ; + oo [

On en déduit le tableau de variation de la fonction g :
=0 £ +oo

gz - +

3.

3. gle)=elne-2e+3=e-2e+3=3-¢
g admet sur l'intervalle ]0 ; + o[ un minimum absolu en e qui est 3 -e , donc pour tout réel x de I'intervalle ]0

; +oof

g(x)>3-e>0.

Partie B.

1.

f est dérivable comme somme de fonctions
dérivables sur]0 ; + oof
Flx)=2x*Inx-5x*+12x

Fhix)=4xInx+ Exz-l— 10x+12
X

=drxlnx+2x-10x+12
dxlhx-8x+12
d4ixlnx—-2x+3)=4g(x)
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Filxy=2x2Inx-5x*+12x

limxhx=10

;._}D 5 0 = liﬂl} (szln x): 0 _

lim 2% = :>1x1_1:r%f(x}=[]
e _

lim (-5x2+12x)= 0

b.

Flx)=2x*Inx-5x*+12x

f(x):x{Zlnx—5+E}

X

lim x2 = 4+m
lim 2lnx = +w l
Ap . 12

12 :~l1m[21nx—5+—}=+m
lim -5+ —=-5 Ao ke x
A=y oo En

A= oo K= 4o

lim xE[Zlnx— 5+E}: lim fix)= +cw
X

3. f'(x) =4 g(x) donc f'(x) >0 sur ]0 ; + oo d'ou f est strictement croissante sur ]0 ; + oo[.
z|0° . +oo

£iz) +

f(z)

4. a.

Tangente T, a C en son point | d'abscisse 1.
(1) = 4(1In1-2+3) =4

Le coefficient directeur de T, est 4.
f(1)=2In1-5+12=7.

y-f(1) =f(1)(x-1)

y-7=4(x-1)
T,:y=4x+3
b

f'(e) =4g(e) = 4(3 - e) =12 - 4e est le coefficient directeur de la tangente en e.
f(e) =2e?%lne-5e?2+12 e=2e?-5e?+12e=-3e2+12e

Equation de T,

y=-3e2+12e+ (12 -4e)(x-€)

y=(12-4e)x - 3e?+12e - 12e + 4e?

To:y=(12 - 4e)x + e?

5.
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] I
iy
¢
T &
Partie C
1.

La fonction H est dérivable sur]0; + o[ etona:

Hix)= ;—xE [lnx— lg]

() = 2 B RS
H(x)—x[lnx 3]+3x[x]

1 1
= x?lnx- §x2+§x2: x?lnx = hix)

(forme (uv)'=u'v+uv')
On en déduit que H est une primitive de la fonction h sur]0; + oo .

2.
Pl
-
D
L
14C
1T ¢

Sur l'intervalle [1; e], la courbe C est au dessus de |'axe des abscisses donc |'aire A de la partie D est égale en
unité d'aire a :
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_[: Fxdx =_[: (2x2Inx-5x2+12x)dx

) o .
= |28 (x) - ; +6xﬂ

P 3
_ de”  Se 62—2
@ 3 9
Mgz 3
@

11 37

A= 2[— —e* + Be?— —Jcmg
2 9

soit environ A s 31,35 cm?

Exercice 27

Dans tout le probléme, | désigne l'intervalle ]0 ; + o[

Partie A

Soit g la fonction définie sur l'intervalle | par :

g(x)=x*+3-2Inx

1.a. On note g' la dérivée de la de fonction g ; calculer g'(x) et étudier son
signe, pour x appartenant a l'intervalle I.

b. Dresser le tableau de variations de la fonction g.

Les limites de la fonction g en 0 et en + o ne sont pas demandées.

2. Calculer g(1), en déduire le signe de g(x) pour x appartenant a

I'intervalle I.

Partie B

Soit f la fonction définie sur l'intervalle | par :
1 1 Inx

)= —x - —+ —=
2 2x x

On note f ' la fonction dérivée de la fonction f sur l'intervalle | et C la
courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormal

(0.1, 7] d'unités graphiques 2 cm.

1. a. Etudier la limite de f en 0 et en déduire I'existence d'une asymptote a
la courbe C.

b. Etudier la limite de f en + co.

2. a. Montrer que pour tout réel x de l'intervalle |,

s BLx)
j"(x)—-E;;—
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b. Déduire de la partie A le signe de f'(x) puis le sens de variation de f sur
I'intervalle I.
c. Etablir le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle I.

3. Soit D la droite d'équation y = % x dans le repére (O.1,7)

a. Montrer que la droite D est asymptote a la courbe C.

b. Déterminer par le calcul les coordonnées du point d'intersection E de la
courbe C et de la droite D.

c. Sur l'intervalle |, déterminer la position de la courbe C par rapport a la
droite D.

4. En utilisant les résultats précédents, tracer avec soin dans le méme

repere (O.1,7) la droite D et la courbe C.
Partie C
1. On considere la fonction h définie sur l'intervalle | par :
h()‘:) - 1_ — ln_x
2x X

En remarquant que
Inx

x

est de la forme u'(x).u(x), déterminer une primitive de la fonction h sur
I'intervalle I.

2. Hachurer sur le graphique la partie du plan limitée par la courbe C, Ia
droite et les deux droites d'équations x = 1 et x = e*/?

Calculer I'aire, exprimée en cm?, de cette partie hachurée.

Correction

Partie A
1.a. La fonction g est dérivable sur | comme somme de fonctions
dérivables sur | et :

g =2x- 2= 2822
X X
2ix2-1)  2(x-1)(x+1)
- x - X

(x + 1) et x sont strictement positifs sur I'intervalle | donc g'(x) est du signe
dex-1.
1.b. On en déduit le tableau de variation de g :

p:4 (0] 1 +oo
gz -0+

2 \4 /

2.a.g(1)=1*+3-2In1=4
donc g admet sur un minimum absolu en 1 qui est 4, donc pour tout réel x

http://www.everyoneweb.fr/Matheleve/ Fonction logarithme népérien

Page 79




de l'intervalle 1, g(x) > 0.
Partie B
la.

o1
lim —x =10
A—=0t 2

oo =1 .
1 —_— = — p 1 = —
et i Sy = e

lim lhx = —m

x—=n0" . ].ﬂx

_ = lim —=-®
limx=0" =00 X

A—=0"

Par conséquent la droite d'équation x = 0 est asymptote a C ( asymptote

verticale )
1.b.
. 1
lim —x = +w
At D
lim -0 l= lim 7(x) = 4o
A o oy A= oo
1
lim E: 0
A oy
2.3
1
1 1 —x-1-lnx
(x)= —+ + &
s 2 2x® X2
1 1 1-Inx
2 Z2xE x®
o x*+1+2-2Ilnx
- 2x=
X+ 3-2lnx g(x)
2x* 2x®
2.b.

f'(x) est du signe de g(x) puisque 2x>> 0 sur .
Or g(x) >0 surl, il en résulte f est strictement croissante sur .

2.c.
z|0 +co
£z +
fx) -
3.a.
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A oo

lirm (_ R ln_x] -0
A 4o 2x X

lim {f(x)— éx] -

d'apric ;:;r.ig Elh.
Donc la droite D d'équation y = % x est bien asymptote a la courbe C. (
asymptote oblique )
3.b.
Soit (x ; y ) les coordonnées de E , E est le point d'intersection de D et de C,
donc ses coordonnées sont solutions du systéme :

¥ = fix
YT37

résolvons I'équation

x
f(x)=5

sur | pour trouver |'abscisse du point E :

x
f(x)=5

1 1
2x x

-1+ 2lnx

X
-1+ 2lnx=10

1
lhx=—

I'abscisse du point E est 'JE‘_, son ordonnée est donc

y= 'JE/Z
E(~Je; ~fe/2)

c. pour étudier la position de la courbe C par rapport a la droite D, il suffit
d'étudier le signe de I'expression f(x) - x/2 =

-1+ 2lnx

X
Cette expression est du signe de -1 + 2Inx puisque x >0 sur .

142lnx>0 = 2nx>1 = Inx>1/2 = x> e
C est au dessous de la droite D sur l'intervalle [0 ; -JE]

C est au dessus de la droite D sur l'intervalle ['Jé'_; +oo [
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4.
D
/.-"
C
Partie C
1.
hoo = L_Inx
2x x
11 1
=———-—Ilnx
2xX X
1 | 2
Hixi=—Inx- (In x)
2 2
2.
D
/.-"
"2
£
C
La droite D étant au dessus de la courbe C sur l'intervalle [1; el/z]
el it
A= I {E— f(x}}dx unites d'aire
1 2
El'ﬁ
A= I {1—— ln_x} dx unites d'aire
1 2x x
gl
A= L A dx unités dlaire
el
A=L RixXdx = 4om?
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13

jl" h(x)dx = H(2¥2)- H(1)

lln o2 _ (In ‘3”2)2 _
2 2

i 2
1 1 2 1 1 1
W= = L = i
2 2 2 4 8 8
—ome
2

Exercice 28

Le plan est rapporté au repére orthonormé (o 1 :-;]' (L'unité graphique est 2 cm).
Le but du probléme est I'étude de la fonction f définie sur l'intervalle ]0;+ co[ par :
Fx) = x—1+3— 2lnix)
x
puis de calculer une aire.
1) On note g la fonction définie sur l'intervalle ]0;+ co[ par : g(x) =x2 - 4 + 2 In(x).
1) Calculer la fonction dérivée g' de la fonction g.
2) Déterminer le sens de variation de la fonction g.
(On ne demande pas les limitesen 0 et en + ©0.)
3) Résolution de I'équation g(x) = 0.
a) Démontrer que sur l'intervalle [ 1 ; 2 ] I'équation g(x) = 0 posséde une solution unique r¥.
b) Donner un encadrement d'amplitude 10 de ce nombre ¢.
4) Déduire de ce qui précede le signe de g(x) suivant les valeurs de x,
dans l'intervalle ]0;+ cao|.
Il) 1) Déterminer la limite de f en 0. Qu'en déduit-on pour la courbe C ?
2) Etude en + t0.
a) Déterminer la limite de fen + 0.
b) Démontrer que la droite D d'équation y = x -1 est asymptote a la courbe C ?.
c) Déterminer les coordonnées du point A commun a la courbe C et a la droite D.
d) Etudier la position de la courbe C par rapport a la droite D.
3) Etude des variations de f.
a) Déterminer la fonction dérivée f' de la fonction f
Vérifier que pour tout réel x appartenant a l'intervalle ]0;+ e2[ ; f'(x) = g(x)/x?, ou g est la fonction étudiée

X

dans la partie I.

b) En utilisant les résultats de la partie |, dresser le tableau des variations de la fonction f
4) On note T la tangente a la courbe C au point d'abscisse e2.

Montrer que T est paralléle a ['asymptote D.

5) Dans le repere (017 :', tracer la droite D, la tangente T et la courbe C a I'aide de I'étude précédente. (
On prendra f{ ¢¥)=1,25m)
lll) On définit sur l'intervalle ]0;+ oo la fonction H par :
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Hixy = %2— x+2ln x—{ln x)®

1) Démontrer que H est une primitive de la fonction f sur l'intervalle ]0;+ co[.

2) Soit E la région du plan limitée par la courbe C, I'axe des abscisses et les droites d'équations x =1 et x =e.
a) Hachurer la région E sur votre figure.

b) On note S l'aire, exprimée en unité d'aire, de la région E

Déterminer la valeur exacte de S.

c) Donner la valeur décimale approchée de cette aire, arrondie au mm?®.

Correction

1)1)

glix)=2x+ 3
x

2) g'(x) > 0 comme somme de deux expressions strictement positive sur ]0 ; + ¢2[ donc g est strictement
croissante sur ]0 ; + 0

3) Résolution de I'équation g(x) = 0.

a)g(l)=1-4=-3<0etg(2)=22-4+2In2=2In2>0

g est strictement croissante sur [1; 2], g est dérivable sur [1; 2] et g(1) <0< g(2), donc I'équation g(x) =0
possede une solution unique ¥sur l'intervalle [1; 2].

b) g(1,70) <0< g(1,71) donc 1,70 < ¢¥< 1,71

4) On en déduit que g(x) <Osur]0; X[etg(x)>0sur] ¢&;+ co[etg(¥)=0

Il) 1) La droite d'équation x = 0 est asymptote a la courbe C

lim x—1= -1

¥ 0+

.2 .

lim — = +o0 > lim Fix) = +oo
¥= 0+ ¥—= 0+

%L%ﬂ (-2lax)=+o . —2ln=x
_ litn —— = +oo
111%1 =07 r— 0+ ¥

2) Etude en + oo,
a) Déterminer la limite de fen + o,

lim z—-1=+4c
. 2 )
lim —=10 > lim f(x) = 4o
E=s dm g X +w
lim— 2% _ g
=+ x )
b)
2 2lnx
Jlx)—(x-1)=—-
x x
lim —=10
E= o ¥ )
| - {x=-11|=10
| o lim [f(x)-(x-D]
lim -2 =
¥ +wo x
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<)
f(x):x—lﬂ:)i—zlnx

X X

== l=lnrx=lne=lnzxes x=¢

donc I'abscisse du point d'intersection de C et D est e et son ordonnée est e - 1 ( en remplagant x = e
dans I'équation de D, on trouvey =e - 1)

d)
f(ﬂ—(x—lj:i_zlnxzz—zlnx _2(1-Inx)

X X X X
f(x) - (x-1) estdusignede 1 -Inx,1-Inx>0sietseulementsilnx<1soitx<e
Conclusion :
- sur l'intervalle JO ; e] , la courbe C est au dessus de la droite D
- sur l'intervalle [e ; + oo
3) Etude des variations de f.

a)
2:=<x 2ln x
Zxx— . _
f'(x}zl—i—x :x__i_g 2ln x
xt xE x2 xt X2
Fx) = x2—2—22+21n x_ x2—4-l;21nx _ g{;{}
X X X
b) f '(x) est donc du signe de g(x) , on en déduit les variations de f :
T n VA + oo
i) — ) +
+ oo +
fix)
&

4) On note T la tangente a la courbe C au point d'abscisse e2.
et —d4+2lne® et-4+4

f I(EE) = I = I 1
5 5
le coefficient directeur de la tangente T est le méme que le coefficient directeur de la droite D soit 1.

5)
A

1) 1)
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2

Hizx) =2 - 2421n x—(ln x)?

2 formen?
Hin=x-1+2- 2 dnm=xo142228 7 40y

X X ., X
forme Ju'y

donc H est une primitive de la fonction f sur l'intervalle ]0;+ co.
2)
a) voir figure
b)

&

S = _I-:f(x).::t‘x - {’;— x+21n x —(ln sz}

1

2 2 2
S D T l—1 :2——2+1+l:2——£+zu.a
2 2 2 2 2 2

c) valeur décimale approchée de cette aire, arrondie au mm? ( 2 chiffres aprés la virgule )
I'unité d'aire est 4 cm2 on a S = 9,90 cm?

Exercice 29
On considére la fonction f définie pour tout x € E par : f(x) = (x> + x + |)e*.

Dans le repere orthonormal (o ;;; :"::'d‘unité graphique 2 cm sur chaque axe, on note Cssa représentation
graphique et C,,, la représentation graphique de la fonction exponentielle.

l.a. Déterminer la limite de fen + oo,

b. Donner les valeurs de

- w - 4
lim x%" et de lim xe
K= —m ¥=r —m

c. En déduire que
lim fi{zx)=10
= —w
Que peut-on en déduire graphiquement ?
2.a. On note f'la fonction dérivée de fsur ., montrer que f'(x) = (x + I)(x + 2)e*.
b. Etudier le signe de f ' (x) sur E.
c. En déduire le tableau de variations de la fonction f
3. Déterminer le signe de fsur E.
4.a. Préciser les positions relatives de C; et de Ceyp.

b. Construire ces deux courbes dans le repere (o 1 :-;]'

5. Soit F la fonction définie pour tout x& E.par : F(x) = (x* - x + 2)e*.

Prouver que F est une primitive de fsur E.

6.a. Déterminer la valeur exacte de I'aire en cm? du domaine D délimité par la courbe C;, I'axe des abscisses et
les droites d'équations x =-1 et x = 0.

b. Déterminer la valeur exacte de I'aire en cm? du domaine D' délimité par les courbes C;et Cq, , et les droites
d'équations x=-1letx =0.

Exercice 29 -correction-

Exercice 4 (6 points)
l.a.

Fonction logarithme népérien
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lim {x*+x+1)=+wm

= o .
_ lim fix)=+co
lim &% = +m Hr 4w
= 4+
b.
. ¥ . x
lim x2¢" =0 = lim =zxe
= - b =
c.

Fixi=(x*+x+Ne” = 22" +x2" +2"

lim x2e® =10
= —m

lim xe® =0 ;lim f(x)=10

lin e =10
= —m

La droite d'équation y = 0 est asymptote a la courbe représentative Cyen - oo
2.a.

Ffixi=i(x*+xz+De® fFf=zuv= f'=muv'tuv'
FUxy=(¢x+ e’ +(x*+ x4+ 11" = (x*+3x+ 222"
(x+D(x+2)=x4+x+2x+2=x24+3x4+2

done FUx)=(x24+3x+2) = (x+Nix+2)e"

b. f' (x) est du signe de (x + I)(x + 2) car e > 0 sur E.

le polyndme (x + I)(x + 2) a deux racines réelles distinctes -2 et -1 et son signe est positif a I'extérieur des
racines.

C.
g a1 i _
f{—l}:{1—1+1)elze1:; f|:—2;|=r;4—2+1;|.;=.-2:3;3-2=€_2
A el -2 -1 +a0
F'(x) + 0o - o +
3fe? +ao

7 () D/ \Ue/

3. D'apreés le tableau de variation f (x) > 0 sur E.
4.a.

Filxy—e" =(x*+x+De" —e" = (x2+x)e" = x{zx+1e”

£ (x) - € est donc du signe de x(x + 1)

fix) - e* + 0 - 0 *

sur l'intervalle ] - ©; - 1] la courbe Cyest au dessus de Cyp
sur l'intervalle [-1; 1 ] la courbe Cfest en dessous de Cqyp
sur l'intervalle [1; + co[ la courbe C; est au dessus de Cep
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4| -B -2 1 o] 71

5. Pour tout x= E.par:F'(x) = (2x-1)e"+ (x®*-x+2)e" = (x*-x+ 2 +2x - 1) &* =

(x* + x +1) € = f(x) donc F est une primitive de fsur E..

6.a. Sur l'intervalle [-1; 0] la courbe Csest au dessus de I'axe des abscisses donc I'aire de D est donné en unité

d'aire par:

0 x 0
I_lf(xjdx= [F(0T, = [(x*- x+2)e 1,
=(0-0+2%" —(1+14+2)e =247}
lua. =4cm? |Aire(D)=(2-4e7)x4=8(1-2¢")cm?

b. Sur l'intervalle [-1 ; 0] la courbe C; est au dessous de courbe C,,, donc l'aire de D' est donné en unité d'aire

par:
[_”1@"— fimdx=[e-F(n] =[] -[F0T,
=2 27! —(2—4;_;-1):1—@-1— D4de =327l o1

Aire(D ) = 4(3e™ = 1) cm?

Exercice 30

Partie A

On considere la fonction g définie sur E_par g(x) = e* -2x.

1. Calculer g' (x) ou g' désigne la dérivée de g puis dresser le tableau de variations de g.
2. En déduire que pour tout réel x de E., g(x) > 0.

Partie B

On considere la fonction f définie sur E.par f (x) = & -x*.

1. Déterminer la limite de fen - ©opuis la limite de fen + co.

Pour la limite en + £, on pourra remarquer que pour x non nul f (x) peut s'écrire :

Ex
x? {x_g_lJ

2. Calculer f'(x) ol f' désigne la fonction dérivée de la fonction f, puis en utilisant la partie A construire le
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tableau de variations de f

3. On admet que I'équation f (x) = 0 admet au moins une solution dans E..

a) Calculer f (-1) et f(0).

b) Montrer que la solution de I'équation f (x) = 0 est unique et

qu'elle appartient a l'intervalle [-1 ; 0]

¢) En utilisant une calculatrice pour calculer f (x) pour différentes valeurs de x, donner une
valeur approchée a 107 prés de cette solution. Justifier la valeur retenue.

Correction

Partie A

1. Pour tout réel xonag' (x) =e*-2.

g' (x) >0 équivaut a € -2 > 0 équivaut a * > 2 équivaut a x> In 2

donc la fonction g est croissante sur [ In 2 ; + o[ et décroissante sur] - €2;1n 2]
g(in2) =e™-21n2=2-2In2.

s, In 2 + oo
g 'fx) - +
gfx)
2-2WnZ

2. Le minimum de la fonction g : g(In2) =2 - 2In 2 > 0 donc pour tout réel x on a : g(x) > 0.
Partie B
On considére la fonction f définie sur E.par f (x) = e -x*

1.

Flxy=et- 2

pmeeo |

lim (<13 = - | 5T

FPourtoutréel x non nul on a

f{x}:ex—xzzxg(e—z—l]
x

e’ . 2"
lim —=0= lim | —=1|=-1

K=+ x 2 E— 4w | pE = lim f{x}:+m
) 4 ¥— +o

lim x* = 4w

¥ 4w
2. Pour tout réel xon a : f'(x) = €* - 2x = g(x) > 0 d'aprés la partie A.
on en déduit f strictement croissante sur [

X + oo

Fix) +

” //
=
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3.a)f()=e’-1=1/e-1;f(0)=€’-0°=1

b) La fonction f est strictement croissante sur [-1 ; 0] et on a : f(-1) < 0 < f{0) donc la solution de I'équation f (x)
= 0 est unique et elle appartient a l'intervalle [-1 ; 0]

¢) f(-0,704) < 0 < £f{-0,703) donc la solution de cette équation est comprise entre -0,704 et -0,703 on peut donc
prendre -0,704 comme valeur approchée a 107 prés de cette solution.

Exercice 31

Partie A
On donne le tableau de variation d'une fonction f dérivable sur E.:

N - 00 0 2 + o0

Ho 4e

0 —0

On définit la fonction F sur E.par

F(x)= Ef{z).:fz

1. Déterminer les variations de la fonction F sur [,
2. Montrer que 0 < F(3)< 4e™.

Partie B

La fonction f considérée dans la partie A est la fonction définie sur E.par f( x) = x’e™

On appelle g la fonction définie sur E.par g(x) = e™.

On désigne par (C) et (I") les courbes représentant respectivement les fonctions f et g dans un repére

orthogonal (o ¥ :-;]'

Les courbes sont tracées en annexe.

1. a) Montrer que les variations de la fonction f sont bien celles données dans la partie A.

On ne demande pas de justifier les limites.

b) Etudier les positions relatives des courbes (C) et (I7).

2. Soit h la fonction définie sur E.par h(x) = (x* - )e™.

a) Montrer que la fonction H définie sur E.par H(x) = (- x* -2x - |)e™ est une primitive de la fonction h sur E..
b) Soit un réel ¥supérieur ou égal a 1.

On considére la partie du plan limitée par les courbes (C) et (I") et les droites

d'équations x =1 et x = (¥.

Déterminer l'aire A( €¥), exprimée en unité d'aire, de cette partie du plan.

c) Déterminer la limite de A( ¢¥) lorsque ¢¥tend vers + oo

3. On admet que, pour tout réel m strictement supérieur a 4e”, la droite d'équation y = m coupe la courbe (C)
au point P( x;; m) et la courbe (T) au point Q( xg; m).

L'objectif de cette question est de montrer qu'il existe une seule valeur de x, appartenant a l'intervalle ]- ¢o ,-I]
telle que la distance PQ soit égale a 1.

a) Faire apparaitre approximativement sur le graphique (proposé en annexe, page 7)

les points P et Q tels que x, =]-00,-1] et PQ = 1.

b) Exprimer la distance PQ en fonction de x, et de x,. Justifier I'égalité f(xp)=g(xq).

c) Déterminer la valeur de x, telle que PQ = 1.
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Exercice 31 -correction-

EXERCICE 4 (6 points)
Partie A
On donne le tableau de variation d'une fonction f dérivable sur E.:

y o 0 2 + oo

-2
HCo de

0 Mathématiques aux lycées

On définit la fonction F sur E.par

¥
F(x) = ]2 Fie)de
1. La fonction f est la dérivée de la fonction F sur [E.et sur le tableau de variation on peut déduire le signe de
fix) selon les valeurs de x, F'(x) = f(x) 20 pour tout réel x donc F est croissante sur [E..
2. Montrer que 0 < F(3) < 4e™.
D'apreés le tableau de variation de la fonction f pour tout réel xde ]2 ; + co[ona:

0« Fix)<de™ =
0 <[ F(x)dx <[ 4e?dx=
2 ]

0 < F(3)< 4&"2[;1&1’ =47 [x ] = 4e7?

Partie B
1. a) Pour tout réel xon a:
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Fix)=x"" (forme uv)
FUx =2xe " —x2 = x(2-x)e” "
f' (x) est du signe de x(2 - x) car e” >0 sur E.
Or x(2 - x) est bien un polynéme du second degré ayant deux racines 0 et 2 et donc le signe est négatif a
I'extérieur de ses racines, donc les variations de f correspondent au signe de f ‘(x).
Les valeurs des extremums correspondent également : f(0) = 0 et f(2) = 4e™.
b) Il suffit pour cela d'étudier le signe de f(x) - g(x)
Ffilxi—gix)=xte - =(x*-1e" =i{z-D{x+ 11"

Cette différence est du signe du polyndme (x - 1)(x + 1) car e >0 sur [E.cequi donne comme tableau de signe :

¥ |-oo -1 1 +

fix) - gfx) + P - g +

Sur]- ©o; - 1] “[1; + oo[ la courbe (C) est au dessus de la courbe (I7)
Sur [-1; 1] la courbe la courbe (C) est au dessous de la courbe (I7)

2. Soit h la fonction définie sur E.par h(x) = (x* - )e™.

a) Pour tout réel xon a:

H(x) = (-x* -2x - |)e™ donc

H'(x) = (2x -2)e™ - (-x* -2x - 1)e™ = (-2x -2 + X + 2x + )™ = (x* - )™ = h(x)

donc H est une primitive de la fonction h sur E..

b) Sur l'intervalle [1; ¢¥] la courbe (C) est au dessus de la courbe (I") ( voir question 1) donc l'aire A( €¥)

exprimée en unité d'aire est :
[1 F(x) - glx)dx = L h(xydr=[H(x] =[(-x*- 22~ 1)2-*]1
=(—e?-2a-1De™® —(-12-2 -1l = |- (a?+ 2a+1)e™™ +4e-1|

c)
Ale)=-(e?+ 2o+ 1)e™" +de = @2 - 2T — 2" + 4o

lim — 2™ =10
& —F +m

lim — 2me™ = 1)

A = lim A(e)=4e7"
lim —e =10 b

& —F +m

lim de7! =47t

== 4w

3. On admet que, pour tout réel m strictement supérieur a 4e’, la droite d'équation y = m coupe la courbe (C)
au point P( x;; m) et la courbe (T) au point Q( xg; m).

L'objectif de cette question est de montrer qu'il existe une seule valeur de x, appartenant a l'intervalle ]- ¢o ,-I]
telle que la distance PQ soit égale a 1.

a) Faire apparaitre approximativement sur le graphique (proposé en annexe, page 7)

les points P et Q tels que xp =]-o0,-1] et PQ = 1.

b) PQ = | xp- Xq | les deux points d'abscisses respectives x, et de x, appartiennent respectivement aux deux
courbes (C) et (I") et on la méme ordonnée donc f(x,) = g(xq)-

<)
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f':XP:I = gl:;{g:l xié,—?f.u - xi — oo
= =
|x;-—xg|:1 |:J:P—xg|:1 |x}*_xg|:1

2 -1 1 2 1 -1

Xp=¢ =— ou Xp=¢ Xp = —=0U Xp = —=0U Xp = ~f8 Ol Xp = —nf8
& — \J'Ifé_' \J'Iré_'

|xP—xQ|:1 |x},—xg|=1

Xp = %E Fo.-1]x, = %E Fooi-1]ix, = Je e Foo.—1]:|x; = —fe e Fo.—1]

13

11

9
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7

Mathématiques aux lycées

La solution est en rouge et les autres sont en bleu.

Exercice 32

EXERCICE 2 (11 points)
Partie A
On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 3] par f(x) = 6-5xe™>** .

On désigne par C sa courbe représentative dans un repére orthogonal (o 1 :-;:'

d'unités graphiques : 4 cm sur I'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées.

1. a) Montrer que, pour tout x de l'intervalle [0; 3], f '(x) = 5(2x - 1)e’>**.

b) Etudier le signe de f ‘(x) sur l'intervalle [0 ; 3].

c) Déterminer les valeurs exactes de f(0), f ( 0,5) , f(3) et dresser le tableau de variation de f
2. a) Donner les valeurs arrondies au dixieme de f(x)pour les valeurs suivantes de x :
0,25;0,5;1; 1,5; 2; 2,5 ; 3.

b) Calculer les coefficients directeurs des tangentes a C aux points d'abscisses : x;= 0,75,

X, =1 et x3=1,25. (On donnera des valeurs approchées a 10 pres). Pour laquelle de ces abscisses, le
coefficient directeur est-il le plus grand ?

3. a) Tracer les tangentes a la courbe C aux points d'abscisses x; , x, et x3
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b) Tracer la courbe C.

Partie B

On considere que la courbe C donne un modele de la variation de la température de I'eau en

fonction de la profondeur prés de I'estuaire d'un grand fleuve un jour d'hiver.

La température est exprimée en degrés Celsius et la profondeur en centaines de metres.

1. A quelle profondeur la température de I'eau est-elle minimale ?

2. Déterminer graphiquement pour quelles profondeurs la température est comprise entre 0°C et 4°C. Faire
figurer les constructions utiles.

3. En utilisant la question A.2., indiquer au voisinage de quelle profondeur, entre 50 m et 300 m, la
température de I'eau augmente le plus rapidement.

Correction-

Partie A
On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 3] par f(x) = 6-5xe™>** .

On désigne par C sa courbe représentative dans un repére orthogonal (08,7
d'unités graphiques : 4 cm sur I'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées.

1. a) Pour tout x de I'intervalle [0 ; 3],

Fix)=6— Sxeiv+d

FUxy=0-50e™" - 227 )= —5(1- 2x) e = 5(2x - 1)o7
b) f '(x) est du signe de (2x - 1) car e***
2x-1>0sietseulementsix>1/2

> 0 sur l'intervalle [0 ; 3].

2x-1<0sietseulementsix<1/2
2x - 1= 0 si et seulement six=1/2

c)
1 1 —axlya 5 143 Sa
M=6-0=6 .f|—|=6-9x=e ! =6-_irg"=g-"_
7(0) ,f[zj Lo . :
f(3)=6—5><3e'2“3+2=6—15,;“‘:5_:_?
x 0 1/2 3
fix) - 0+
4] 6 - 15/e"
Fix) \ /’
6-5e/2

2.3)
x=|03105 1 |15 2 [25] 3

x)=104[-0810]32146154[57
b)Les coefficients directeurs des tangentes a C aux points d'abscisses : x,= 0,75,
X, =1etx; =1,25 sont respectivement : f ' (0,75)=4,12; f'(1)=5; f '(1,25) = 4,55
C'est au point d'abscisse x, = 1 que le coefficient directeur est le plus grand.
3.a)b)
Ordonnées des points d'abscisses x; = 0,75 et x; = 1,25
f(0,75) =-0,18 ; f(1,25) = 2,21
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Partie B
On considere que la courbe C donne un modele de la variation de la température de I'eau en
fonction de la profondeur prés de I'estuaire d'un grand fleuve un jour d'hiver.

La température est exprimée en degrés Celsius et la profondeur en centaines de metres.

1. f atteint son minimum en x = 0,5, la température de I'eau est minimale pour une profondeur de 50 metres,
cette température minimal est environ de -0,8 ° C.

2. Il suffit de prendre les abscisses des points de la courbe qui sont situé entre les droites d'équationy =0ety
=4, on lit graphiquement x £[0,05;0,30] “-[0,75;1,75],

les profondeurs ol la température est comprise entre 0°C et 4°C. sont entre 5 m et 30 m et entre 75 m et 175
m.

3. Le coefficient directeur est le plus grand pour x =1, c'est a dire au environ de 100 metre de profondeur
c'est a cette profondeur environ que la température de I'eau augmente le plus rapidement.

Exercice 33

Commun a tous les candidats

Dans un repére orthonormal du plan (0.1.7) d’unités graphiques 2 cm, la
courbe (I7), tracée ci-dessous, est la représentation graphique d’une fonction g définie et dérivable sur
I'intervalle [0 ; 3,5].

—_— -

« | et J sont les points du plan tels que ©I= et OT= J;
¢ Cest le point de (I") situé sur la bissectrice de 107

¢ (OA) est latangenteenOa (1) ;

¢ S est la surface hachurée sur la figure ci-dessous :
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1. Par lecture graphique, répondre aux questions suivantes :

a. Quel est le tableau de variations de g sur [0 ; 3,5]?

b. Quelles sont les valeurs de g '(0) et de g '(1) ?

c. Quelles sont les coordonnées du point C?

d. Résoudre I'inéquation g (x) = x sur [0 ; 3,5].

2. Définir la surface S par un systeme d’inéquations et déterminer graphiquement
un encadrement de I'aire de S d’amplitude 2 cm?2.

Rappel : I'aire d’un trapéze est donnée par la formule:

B+ B

2

B et b sont les bases du trapeze et h sa hauteur.

A

3. On suppose que l'une des trois courbes ci-dessous est la représentation graphique
de la primitive de la fonction g s’annulant en 0. En justifiant I’élimination

de deux des courbes, indiquer celle qui est la représentation graphique

de cette primitive.

Cofirbe 21 Codrbe nf 2 Colrbe Nt 3
/ F 3
/ 7
’ TS
/ |
= T
Correction
l.a.
x| 0 1 3.5
g o+ 0 .
2

g{x)

0 15

b. g '(0) est le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 0, par lecture graphique on lit : g'(0) = 4.

et de g '(1) est le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 1, or cette tangente est parallele a
I'axe des abscisses donc son coefficient directeur est nul :

g'(1) =0.

c. Le point C a pour coordonnée (7/4 ; 7/4)

d. La courbe représentative de la fonction g est au dessus de la droite d'équation y = x sur l'intervalle [0 ; 7/4],
donc I'ensemble des solutions de I'inéquation g (x) = x sur[0 ; 3,5] est [0 ; 7/4].

2. S est I'ensemble des points M de coordonnées (x; y ) tels que :
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0D=y=g(x)

Ap

{Dixil

e

o

A
N

AL LA

-

IRl

SO AS

IS

il o

O |

I'aire de S est encadrée par l'aire du triangle OBI et |'aire du trapeze OABI
OfxfB  1x2

Aire (O8I = > > =lua=1xdem?®=44cm?
l+1 x 2
_ (AB+OI)yx IB 2
Aire(CABI = = =
2 2
3

3
—na=—xdeomt=06cm®

4= dirg(5) =6

3. Soit G une primitive de la fonction g, g est donc la dérivée de G et d'aprés ce qui précéde on doit avoir G
croissante puisque g est positive sur l'intervalle [0 ; 3,5]

donc on élimine la courbe n°® 3 qui ne vérifie pas ces conditions.

On sait que G'(0) = g(0) = 0 donc la courbe admet une tangente horizontale au point d'abscisse 0 de la courbe,
ce qui élimine le choix de la courbe n° 1.

La bonne réponse est la courbe n°® 2.

Exercice 34

Tableau d’informations n°1.

x|-co -1 % 2 +co
S1gne -
d.E U,I(X:I + (} = 0 +
sighe
de u'(x) B - 0+ +

Le tableau d’informations n°1 ci-dessus fournit des informations sur une fonction
u définie et dérivable sur E..

1. Etablir un tableau des variations de la fonction u.

On considere maintenant les fonctions f et g définies par f (x) = In[u(x)] et

g (x) =e*™
2. a. Une des deux affirmations suivantes est fausse, laquelle? Justifier en précisant

ou u désigne la fonction de la question précédente.

le bon ensemble de définition :
Affirmation 1 : « La fonction f est définie sur E.» ;
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Affirmation 2 : « La fonction g est définie sur E.».
b. Donner les variations des fonctions f et g . Enoncer le(s) théoréme(s) utilisé(s).
c. Déterminer, en justifiant avec soin,

lim F(x)

¥ 2

il
d. Résoudre dans E.I’équation g (x) = 1.
3. Voici d’autres informations relatives a la fonction u et a sa dérivée u'.
Tableau d’informations n°2.

x |-2] 0]12]2]3

U 4 -2 94014
upal-s] 1] 0 [a]s

Terminer chacune des deux phrases a. et b. par la réponse qui vous semble exacte, parmi celles proposées

dans les cadres ci-dessous, en justifiant votre choix.
a. La tangente a la courbe représentative de la fonction g au point d’abscisse 2 est paralléle :
¢ a I'axe des abscisses

¢ a la droite d’équation y = x

¢ a la droite d’équation y = 3x

b. Le nombre f'(-2) :

* n’existe pas

e vaut -20

e vaut-4/5

e vaut-5/4

e vaut 5/4

Correction
1.

Xm0 -1

') -

= M|-—~

1)

2.a
L'affirmation 1 est fausse , en effet la fonction f est définie a condition que u(x) > 0 ce qui se produit six £] -
ea; -1[ 12 ; + 2] donc I'ensemble de définition de la fonction fest:]- e3; -1[ -] 2; + 3]

I'affirmation 2 est juste , la fonction exponentielle est définie sur E..

2. h.

La fonction u est décroissante et strictement positive sur l'intervalle ] - ¢o; -1 [

la fonction In est croissante sur ]O ; + ©2[ on en déduit que la fonction f composée de la fonction u suivie de la
fonction In est décroissante sur] - ©3; -1

La fonction u est croissante et strictement positive sur l'intervalle ] 2 ; + 2]

la fonction In est croissante sur ]O ; + ©2[ on en déduit que la fonction f composée de la fonction u suivie de la
fonction In est croissante sur] 2 ; + oo .
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La fonction u est décroissante sur l'intervalle | - co; 1/2]

la fonction exponentielle est croissante sur E., on en déduit que la fonction g composée de la fonction u
suivie de la fonction exponentielle est décroissante sur ] - ©o; 1/2]

La fonction u est croissante sur l'intervalle [1/2 ; + o]

la fonction exponentielle est croissante sur E., on en déduit que la fonction g composée de la fonction u
suivie de la fonction exponentielle est croissante sur [1/2 ; + oo

2.c.

Jixy=lnuix)
lxiﬂ uixy=10%

W = lim f(x) = -

limln X = -

X0 ¥ra
0

2.d.

glxi=1<

g = =

In g™ =1nl<=

uixl=0&
xr==1ou x=2
3

a. La fonction g est définie est dérivable sur E., calculons le coefficient directeur de la tangente au
point d'abscisse 2 :

g(x) = &'
glilx)=ulxle
g2y =u'(2)e* =3" =3

le coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse 2 de la courbe représentative de g est égal a
3, donc la tangente est paralléle a la droite d'équation y = 3x

b. La fonction f est dérivable sur I'ensemble des valeurs x telles que u(x) > 0 c'esta dire sur] - eo; -1 [
1] 2;+ o[, elle est donc dérivable en -2 et on a pour tout réel de cet ensemble :

Jix)=1nu(x)

uiEd

oy o B LE]
f(x}—u(x}
oy B 22) =3
eyl

Exercice 35

On a représenté ci-dessous la courbe représentative I, dans un repére orthononnal,
d’une fonction f définie sur F.. La courbe I"passe par les points A(0 ;2) et C(-2 ; 0)
et la droite (AB) est latangenteen A a T".

La tangente a I"en son point D d’abscisse -1 est paralléle a I’axe des abscisses.
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et e

C/ 2 - 1 2 3
-1

|

1. Parmi les trois représentations graphiques ci-dessous, une représente la fonction
dérivée f' de f et une autre représente une primitive F de f sur E.

Courbe 1 Courbe 2 Courbe 3

1 | | i i
-2 0 2 4 - \\ 5

0
2T 21 Vo

Déterminer la courbe associée a la fonction f ' et celle qui est associée a la fonction F.
Vous expliquerez avec soin les raisons de votre choix

2. a. Déterminer, a 1’aide des renseignements fournis par 1’énoncé, les valeurs

de f (0) et de f'(0).

b. On suppose que f (x) est de la forme f (x) = (x + K)e® ou K et a sont des

constante réelles.

Calculer f '(x) puis traduire les renseignements trouvés a la question

précédente par un systéme d’équations d’inconnues K et a.

En déduire que f est définie par f (x) = (x + 2)e™.

3. a. Montrer que la fonction définie par ®(x) = (-x-3)e™ est une primitive

def.

b. En déduire la valeur de I’aire, exprimée en unités d’aire, de la surface

hachurée. On donnera la valeur exacte puis la valeur arrondie au centiéme du résultat.

Correction
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1.Dapres la courbe représentative de la fonction f on voit que f est croissante sur ] - eo; - 1] et
décroissante sur [-1 ; + oo[ ce qui donne des indications sur le signe de f '(x)

La courbe n® 2 est la courbe représentative de la fonction dérivée de f en effet, la courbe 2 est
au dessous de I'axe des abscisses sur l'intervalle [-1 ; + o[ donc ce qui correpond au signe de f
'(X) (négatif ) sur cet intervalle, de méme sur l'intervalle ] - eo; - 1] la courbe 2 est au dessus de
I'axe des abscisses ce qui correspond au signe de f '(x) ( positif ) sur l'intervalle] - eo; - 1] .

La courbe n° 3 est la courbe représentative d'une primitive de la fonction f en effet , ses
variations correspondent bien avec les signe de f(X) :

f(x) =0 et F croissante sur [-2 ; + o[

f(x) =0 et F décroissante sur ]- co; - 2]

2.4a.
La courbe I"passe par le point A(0 ;2) donc f(0) = 2
La droite (AB) est tangente en A(2 ; 0) a la courbe I"et son coefficient directeur est :
= Yr— Va _ D—Zz _2=_1
X, — X, 2 -0 2

doncf'(0)=-1

b. f(0) = 2 donc (0 + K)e® = 2 d'otl K = 2

f'(x) = (1 +0)e™ + (x + K)ae™

f'(x) = e+ (x + 2)ae™

f'(x) = (ax + 2a + 1)e® ( en mettant en facteur , mais ce n'est pas obligé )
f'(0)=-1donc (2a+1)e®=-1dou2a+1=-1doua=-1

En reportant les valeurs de a et K on en déduit que f est définie par f (x) = (x + 2)e™

3.a. P(x) = (x-3)e”

P (X) = (-1)e™ + (-x-3)(- €7) = (- L + x + 3)e-x = (x + 2)ex = f(x)

donc la fonction définie par ¥(x) = (-x-3)e-x est une primitive de f .

3.b.

sur l'intervalle [-2 ; 0] , f (X) = (x + 2)ex > 0 donc la courbe représentative de f est au dessus de
I'axe des abscisses et I'aire du domaine recherché est en unité d'aire :

_[_sz(x:'ﬂf}‘: = [@(}C)]‘iz = (—C'— 3).:-3':' _ (_(_2} B 3)€2
=-3- (_1)“32 —e¢’ - 3= 4,3%ua
Exercice 36

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0 ; + o[ par f(x) = (x - 1)(2 - &)

Sa courbe représentative C est tracée dans le repére orthonormal ci-dessous (unité graphique 2 cm )
1.a. Etudier la limite de fen + o

1.b. Montrer que la droite £d'équation y = 2x - 2 est asymptote a C

1.c. Etudier les positions relatives de C et &

2.a. Calculer f'(x) et montrer que f'(x) = xe™ + 2(1 - )

2.b. En déduire que pour tout réel x strictement positif , f'(x) > 0

2.c. Préciser la valeur de f'(0) , puis établir le tableau de variation de f

3. A l'aide d'une intégration par parties, calculer I'aire, exprimée en cmz2, du domaine plan limité par la
courbe C, la droite ‘iet les droite d'équationx =1 et x =3

4.a. Déterminer le point A ou la tangente est parallele a &
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4.b. Calculer la distance, exprimée en cm du point A a la droite &.

£
3
2
1
] 1 2 3
+4
Correction
1l a

J)=x-D2-e")

lime™ =0= lim(2-e¢ =2

S Ao = lim f(x) =+

lim (x - 1) = +w A b

1.b.

flxh—-(2x-2)=(x-13(2-e")-2x+ 2

=2x—xe "2+ - 2x+2=¢  —xeTt =" = xx
e

lim e ™™ =0
Ay 4o

= limmf(x)—(Ex—E}: 0

on en déduit que la droite £d'équation y = 2x - 2 est asymptote & la courbe représentative C de f.
l.c.

Jlx)-(2x-2)=¢e"~xe”" = (1-x)e"
f(x) - (2x - 2) est du signe de 1 - x care™ >0 sur [0 ; + oo

e sSixe[0;1]cestadiresiO =x =1,1-x =0 etdans ce cas la courbe C sera au dessus de la
droite &

e sSixe[l;+ oo[,cestadiresix =1,1-x =0 etdans ce cas la courbe C sera au dessous de la
droite 4.
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2. a.La fonction f est dérivable comme produit de fonction dérivable sur [0 ; + o[ et pour tout réel x
de I'intervalle [0 ; + o
Fhixy=12-e ")+ (x -1 "

- A

=2-¢+xet-¢
=xe "+2-2¢ =xe”"+2(1-¢&™")
2.b.

x»0=-x<0=e¢e sl=1-¢e">20=2(00-¢*1 =0
or xe =0 sur [0, 4+m|

done f'{x)=xe " +2(0 - ") =0 sur[0;+w]
2.C.

f'0)=0+2(1-1)=0

f0)=(0-1)(2-1) =-1

x 0 +oo
Fd|o +

ftx)

3. Sur l'intervalle [1 ; 3] , la courbe C est en dessous de la droite £, donc I'aire en unité d'aire du
domaine demandée est :

_[13(2):— 2y~ f(x)dx = J'13(x- e *dx

- A

=g ' = u=—-¢
v=x—-1= v'=1

_[ (x-1e "dx= [(1— x)e'”T— f—e tex

= -2eg~° [ '”I = —2&'_3—(&'_3—6-' 1): el - 3e7"
1 _ 3

e &

ce qui donne en tenant compte de l'unité d'aire 4 cm? :

1 3
4[—— —3]cm2
e €

4. a. au point A la tangente est parallele a £, donc elle a le méme coefficient directeur que £soit x
I'abscisse de A :
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Fuxy =2 =
xe T T+ 21— =2 =

A

xe "+ 2- 2 =2 =

(ix— 2l " =0 =

x =2 quiest l'abscisse du point A
ordonnee de A
F(2)y=2-1D@2-e1=2-¢"*
Lepoint & apour coordonnées
Ar2.2 — ey

4.b.

A y=12x-2

L2x—-y-2=0
ey 2] _r-(e=e)-2
Nerrasycl NG
e? A5 25

unité de longueur =

NETH 5¢’
5

Exercice 37

d(A,A) =

R

Soit la fonction f numérique définie pour tout nombre réel par
f(x) = 2 + (2 - x)e*.

On désigne par € sa courbe représentative dans un repére orthogonal (©.1,0)
(unité graphiques : 4 cm sur lI'axe des abscisses et 1cm sur I'axe des ordonnées )

1. Déterminer la limite de fen + oo,

2. a. Déterminer la limite de fen - ©0( on pourra poser X = 2x)

2. b. En déduire que la courbe € admet une asymptote fidont on donnera une équation.
2. c. Etudier les positions relatives de Cet b,

3.a. Montrer que f '(x) = (3 - 2x)e”, ou f ' désigne la fonction dérivée de f.

4. a. Donner une équation de la tangente T a € au point d'abscisse 0.

4. b. Tracer ﬁ, T puis @,
5. Soit G la fonction numérique définie pour tout nombre réel x par :

Flx) =— lxeh +i.;=,'2;'r

Montrer que G est une primitive de la fonction g définie pour tout nombre réel x par

g(x) = (2 - x)e™.

6.a Hachurer la partie A du plan limitée par [ , la droite d'équation y = 2 et I'axe des ordonnées.
6.b. Calculer l'aire de A.

En donner la valeur exacte en unités d'aire.

Donner une valeur arrondie de cette aire, en cm?, 3 102 pres.

Correction
1.
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lim {(2-x)= -0

S lim (2 - x)e*® = —o = lim f(x)= -
lim 2%% = +oo s+ s 4

= 4

2.a.

Premiére méthode :
Flx1= 24 (2— x3e2% = 24223 — 223 = 24+ 2% — xe¥e”

lim xe™ =0
e = lim xe® e =10
lirn e =10 F e

lim 2= 2 = lim F{(x)= 2
lim 22" =0

Seconde méthode :
en posant X =2x:

XK1= 24(2— 292 = 24 2% — 32 = 24 2% - ¥
2

A= - K= —mw

lim 2¢¥ =0 = lim (2+2ex—§g’f]=2=}x lim Fix)=2

2.b. de la derniere limite calculée on en déduit que la courbe @ admet pour asymptote la droite ﬂ'td'équation

y=2en-co,

2.c.
fix)-2=2+(2-x)e”-2=(2-x)e*.
f(x) - 2 est du signe de (2 - x) car e* > 0.

x|=co o +oo

f(x) -2 + 0 -

- sur l'intervalle ]- ©2; 2 ] la courbe est au dessus de la droite iy
-sur l'intervalle [2 ; + ©2[ la courbe est au dessous de la droite &
3.a.

la fonction f est dérivable sur E et pour tout réel xon a:

F'(x) = (-1)e™ + (2 - x)(2e™) = (-1)e™ + (4 - 2x)e™ = (3 - 2x)e™*..

3.b.
f'(x) est du signe de (3 - 2x) car e > 0, on en déduit les variations de fsur E.:

x|-oo 22 +co
fix) + 0 -
3
2+
ftx)
_m 2
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3 3
f(3]=2+(2—3];3‘=2+le3=2+2_
2 2 2

2
4.a.
Coefficient directeur de la tangente au point d'abscisse O :
f(0)=3
Ordonnée du point d'abscisse 0 :
flo)=2+2=4

Equation de la tangente au point d'abscisse 0 :
y=£'(0)(x-0) + f(0)

y=3x+4

4.b.-6.a

R ﬂ,

T
O T !
5.
La fonction G est dérivable sur E.et pour tout réel xon a:
1 1 3 1 ]
GUx)=— —e® - —x(2e® 14+ (2% )= - —o ¥ - za® 4 ¥
2 2 4 2 2
4
= Eegx— e = (2 - x)e®" = g(x)
donc G est une primitive de la fonction g sur E..
6.avoir4.b
6.b.

L'intersection de la courbe € avec la droite fiest le point de coordonnées (2 ; 2) voir question 2. a., l'aire est
donc délimitée par les droites d'équation x =0, x = 2, la courbe et la droite d'équation y = 2, sur l'intervalle [0 ;
2] la courbe représentative de f est au dessus de la droite d'équation y = 2. ( question 2. a ).
En unité d'aire :
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2

A= J'; (f(x:'_ 2)611:!; = .I'; g(x},;fx= [G{x}:ﬁ = |:_ ;_XEEK'F%EEK:L

4_
A= —1—224+£e4— —1—D><eu+ieu = —‘=3'4+£‘=3"‘—E =z 2
2 4 2 4 4 4 4

['unité d'aire est de
4 cm? (4 ¥1) donc la valeur exacte de A en cm?est e* -5 = 49,60 cm?

Exercice 38( non corrigé)

Partie A - Etude graphique d*une fonction

Soit f la fonction définie sur ]- co; + o[ par :
T Ix _ o ¥

X)l= = =
Jx) et — et 41
On trouvera sur le graphique ci-apres, le tracé de la courbe C représentative de f et le tracé de la
tangente a la courbe C au point K(0 ; 1) , dans le repere orthonormé (O.1,0),
On admet que le point K est centre de symétrie de la courbe C et que le point B(1; 3) appartient a la
tangente T.

3 B
T
I O

Ve
T
A
ol T 1

1. On se propose de demontrer certaines propriétés de la courbe C.
a. Etudier la limite de f en - coet préciser I'asymptote a C correspondante
b. On admet que pour tout réel x, f(x) peut se mettre sous la forme :

Flx)= —22%

- "™
En déduire la limite en + ooet préciser I'asymptote a C correspondante.

c. Vérifier par le calcul, que le point A(-In2, 0) est un point de la courbe C.

2. Gréce a une lecture graphique, répondre aux questions suivantes en justifiant vos réponses.
a. Déterminer la valeur de f'(0)

b . Donner le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

4

Partie B - Etude d'une primitive de f sur ]- co; + cof

Soit F la fonction définie sur ]- co; + o[ par :
Fixi=lnie*™ —&" +1)
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et (I") sa courbe représentative dans le repére orthonormé
(0.7.7)

1. Etudier la limite de F en - eo. Interpréter graphiquement ce résultat pour la courbe (T).
2. a. veérifier que pour tout réel x , F(x) peut s'écrire :

Fixy=2x+1lnfl-e2™ +27%)

b. Calculer la limite de F en + ez, puis la limite de F(x) - (2x) en + co

c. En déduire que la courbe (I") admet une asymptote.

3. a. Démontrer que f est la fonction dérivée de F sur ]- eo; + o[

b. Vérifier que F(-In2) = In (3/4)

c. Déduire de la partie A le tableau de variation de la fonction F.

4. Recopier et compléter le tableau suivant en donnant les résultats & 107 prés

H -3 -2 -1 0 05 1 15 2 25

Flx)

5. Sur une feuille de papier millimétré, tracer dans le repére (&1, 70 dunités graphiques 4 cm, les

droites d'équations respectives y = 2x et y = 0, puis la courbe (T).

Partie C - Calcul d'une aire

I
Fixydx
1. Calculer la valeur exacte de I—m :
2. En déduire la valeur exacte en cm? de l'aire du domaine AOK (grisé sur la courbe jointe ) et en
donner une valeur approchée a un millimétre carré pres par exces.

Exercice 39

Partie A :

Soit g la fonction définie sur E.par g(x) = e*(x +3) -1

1. Déterminer la limite de g en + oo et la limite de g en - c.

2. Déterminer, a lI'aide de la dérivée g', le sens de variation de g. En déduire le tableau de variation de g.
3. Montrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique o qui appartient a l'intervalle ]-4 ; O[.

4. Déduire des questions précédentes le signe de g(x) en fonction des valeurs de x.

Partie B:

Soit f la définie sur F.par : f(x) = -x + (x + 2)e*

On note (C) la courbe représentative de f dans le repére orthogonal (O ; ;; }) ( Unités graphiques : 2
cm sur I'axe des abscisses et 3 cm sur I'axe des ordonnées )

1. a. Déterminer la limite de f en -oo.

b. Montrer que la droite d'équation y = -x est asymptote a courbe (C;) en -oo.

c. Etudier, en fonction des valeurs de x, les positions relatives de (D) et C;

2. En remarquant que f(x) peut s'écrire

Fx) = e“[¥+ (x + 23}
=

déterminer la limite de fen + oo.

3. Vérifier que pour tout réel, on a f'(x) = g(x)

4. Dresser le tableau de variation de f.

5. Déterminer une équation de la tangente (T) a (C;) en son point A d'abscisse 0.

6. Déterminer, , une valeur approchée de a & 10” prés, puis une valeur approchée de f(a) & 107 prés.
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7. Tracer, dans le repére (O; ;; })? la courbe (C), la tangente (T) et I'asymptote (D).

Partie C.

1. Soit H la fonction définie sur [ par H(x) =(x + 1)e*. Calculer H'(x) puis en déduire une primitive de f sur
E.

2. Calculer en cm?, I'aire A comprise entre la courbe (C;) , I'axe des abscisses , la droite d'équation y = -2
et I'axe des ordonnées. On donnera la valeur approchée & 107 prés.

Correction

Partie A :
1.

lim e® = 4w

S = lime*(x+3)=+mw
hmix+ 3)= 4w At 4o
= lim{-1)=-1

= lim g(x)=+mw

A oo

glxy=¢e"(x+3)-1=xe" + 3" -1

lim xe* =0

lim 3e¢" = 0 = lim g(x)= -1
lim (-1 = -1

Femarque : la courbe représentative de g

admet la droite d'équation y = -1 comme asymptote
2. La fonction g est dérivable sur E. etona
glxy=e’(x+3)+e”

=e’(x+3+1)

=e’(x+4)

€*> 0 sur F.donc g'(x) est du signe de x + 4
On en déduit les variations de g

¥ |-00 -4 +oo
'@ - b+
-1 +co
el

g(-4)=e*(-4+3)-1=-"-1

3.
g(0)=€°0+3)-1=3-1=2
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e Lafonction g est dérivable sur [-4;0]
e g'(x) >0 pour tout réel x de l'intervalle J-4 ; Of
o 0€[g(-4);9(0)] = [-€"-1;2]

donc I'équation f(x) = 0 admet une solution unique o sur l'intervalle  [-4; 0]

4.
x |00 -4 e +e0
g'@ - b A
-1 +co
gz \ /
Iyl

pour X €]- o; a] , g(x) =0
pour X €[a ; +o [, g(x) =0
x |00 of +e0

2lx) - 0+

Partie B.
la

flx)= -x+(x+2) = -x+xe" + 2&”

lim — x = +m

A —o

lim xe?

A= -

lim 2e* =10

A=y —

1b
Jlx)—(—x)=—-x+xe"+ 2"+ x

0 = lim fix)=+wm

=xe* 4+ 2e”

lim xe’ =0

lim 2e* = 0 = xl_l,ﬂ_]m [f(x)— (—x)]: 0

A=y —

donc la droite d'équation y = -x est asymptote a courbe (Cs) en -co.

lc.
f(x) - (-x) = (x + 2)e* est du signe de (x + 2)

e six =-2,lacourbe C; est au dessous de la droite d'équationD :y =-x.
e six =-2,lacourbe C; est au dessus de la droite d'équation D : y = - x

2. L'expression
flxy=e [i+ (x + 23}
&

est obtenue en mettant e* en facteur dans f{x).
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Flx) = e*[$+ (x + 2:}
&

A g = lim

A= 4o

=X
lim — =0 —x

—+(x+2)|=+w
lim (x+ 2) = 4w <

A= oo

lim e” = +w

A oo

A= 40

At [ 2

. = lim f({x)= +w
lim |:T+(x+ 2)}: +

3. f est dérivable sur E. et :
Fixi=—-1+e" +({x+ 23"
—1+(x+ 2+ 1"

-1+ (x+ 3’
(x+3)e" —1= g(x)

4. On a déterminer le signe de g(x) a la question 4 de la partie A, on peut donc en déduire les
variations de f et dresser le tableau de variation de f.

- sur ]- o0; a] f'(x) < O et f est décroissante

-sur [a ; +oo [ f'(x) > 0 et f est croissante

f atteint son minimum en o.
= |-C0 e +c0

Pw - -

fz)
\E@ /

5.f'(0) = g(0) = 2 d'aprés la question 3 de la partie A

f(0)=-0+(0+2)e’=2

I'équation de la tangente au point A d'abscisse O :

y-f(0)=f'(0) (x-0)

y-2=2x

y=2x+2.

6. On peut utiliser la méthode de dichotomie que I'on peut programmer sur calculatrice
graphique. On trouve ainsi

f(-0,80) < 0 et f(-0,79) >0 donc une valeur approchée de o. a 10” prés est o =1 -0,79.
Valeur approchée de f( o) =1,34 ( pour trouver cette valeur sur la calculatrice on est obliger de
laisser les deux fonctions f et g dans le méme tableau).

7.

(823
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Partie C.

1. La fonction H est dérivable sur E.et

H'(x)=e*+ (x+1)e"=¢e" (x+ 1+ 1) =e*(x +2)

donc la fonction h définie sur [ par h(x) = e*(x + 2) admet H comme primitive sur E..
f est dérivable sur [E., soit F une primitive de f sur [E:

f(x) = -x + e*(x + 2)

F(x) = -x3/2 + (x + 1)e*

2. L'unité d'aire en cm? est de 6 cm?.
Sur l'intervalle [-2; 0 ], C; est au dessus de I'axe des abscisses ( minimum >0 ) donc l'aire est égale en

unité d'aire a:

[° 1 Cods ={-3‘;_E+ (x+1)€”}
= [§+ (0 + lje”J— [-(_22)2

=1—(-2—1e‘f‘)

—1+2+e™"

+ (-2 + l)e‘:‘]

= 3+eg’

A=6(3+¢e?) cm? 18,81cm?

N

(Ct)

—1

/or
) @)

Exercice 40

Dans tout le probleme, le plan est rapporté a un repere orthogonal (0.1,7) (unités
graphiques : 2cm sur I'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées).

Soit la f fonction définie sur |- oo ; + oof par :

f(x) =3e*+2x-4

Partie A - Construction de la courbe représentative de f

1. a. Déterminer la limite de fen + oo .

b. Vérifier que f(x) = e™ (3 + 2xe* - 4 ¢")

Déterminer alors la limite de f en -oo .

c.Soit C la courbe représentative de f et soit D la droite d'équation :

y=2X-4.

Montrer que D est asymptote a C en + o et etudier la position relative de la droite D par
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rapport a courbe C.

2. a Calculer la dérivée de f. Résoudre l'inéquation d'inconnue reelle x :

-3+ 2 =0.

b. Dresser le tableau de variation de f.

c. Donner une équation de la tangente T a la courbe C au point d'abscisse 0.

d. Déterminer les valeurs exactes du minimum et du maximum de la fonction f sur
I'intervalle [-2 ; 5]

(0.7

3. Tracer C, D et T dans le repére o) , pour X variant de -2 a 5 ( sur papier millimétré

)

Partie B - Calcul d'une aire

1. Chercher une primitive de f sur ]- c ; + oo[.

2. a. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet sur ]1 ; 2[ une unique solution o dont on donnera
une valeur approchée au dixiéme pres.

b. Préciser, en le justifiant, le signe de f(x) sur l'intervalle ] o ; +oo [.

c. Calculer, en cmz2, l'aire du domaine plan limité par la courbe C, I'axe des abscisses et les
droites d'équation

X=olletx=4.

En donner une valeur approchée, en utilisant pour o la valeur approchée trouvée
précédemment.

Correction

Partie A :
1. a

Fixy=327"+2x-4

lim ™" =10

e = lim )= +w
lim 2x -4 =+w "—H“f( )
1.b.

Flx)=3e"+2x-4=2""(3+2x" 427

lim ze® =10
o = lim (3+2zxe" - 4e") =3

lim — 42 =0 ¥ = lim fi{x)=+=
¥ —w = -w

lim ™ =+

¥ —m

l.c.
fm) = (25 -4) =™
lim f(x)-(2x-41=10

donc la droite d'équation y = 2x - 4 est asymptote a la courbe C en +co.
f(x) - (2x - 4) > 0 donc la courbe C est au dessus de la droite D.
2.a.
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Fixy=327"+2x-4
Flilxy=-3g""+2

—32'*+2>U¢}—32"{}—2{1}2'*{%@ —;r<1ng*(llr;rl‘>1nE

2.b.

x|-o0 inf3/2) +e0
£ 1x) - ¢ +
+oo ~+co
fix)
. 342)-2 y

Py =3 T a0l 24 =3" 01 S —d =3xS 4 20n S md = 20n o~ 2
> 2 2 3 2 >

2.C.

Equation de la tangente au point d'abscisse O :

S0y =-3+2=-1

F=3-4=-1

y=F03(x-0)+ F(0)

y=-x-1

2.d.

F(-2) =3 +2x(-2)-4=32" - 8=14 est le maximum sur [-2,5]
Fi51 =37 +2x5-4=3" +6=6

Filn %} - 2111;— 2=-119 estle minimum sur [-2:5]
3.

C
T

7
% =
D

Partie B :
1.
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Fixy=32""+2x-4

Fixi=-3" +x*-4x

2.a

f(x)>0sur]l; 2[donc:

sur l'intervalle [1 ; 2] f est strictement croissante, de plus

f(1)=3e-1+2—4=§—2<:0

&

Fi2)y =3P +4-4=327 >0
danc  0e[F(1; F(2)]

par conséquent I'équation f(x) = 0 admet une solution unique o telle que :

l<a<?2.

f(1,7) <0 et f(1,8) > 0 donc 1,7 est une valeur approchée de o a 0,1 pres par défaut.

2 b. sur l'intervalle ] o ; +oo [ la fonction f est strictement croissante, donc pour tout réel x >
a on a f(x) > f(o) donc f(x) > 0.

2.C.

I:f(xjdx -[F (o] = [37 x2—4x]:
- [(—3e'4+16—16)—(—3e'“ +¢r2—4¢r)]

=-Zet+ e —gt+da=4 dua=44%2cm? =282 cm?

Exercice 41

Dans ce probleme :

| désigne l'intervalle 10 ; + o[
f désigne la fonction définie, pour tout x de I'intervalle 10 ; + co[, par :

]
e
(x) =
7 e’ -1
f ' désigne la fonction dérivée de la fonction f;

C;désigne la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté a un repere orthogonal
(Ox, Oy) d'unité graphiques 4 cm sur I'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées.

Partie A
1.a. Vérifier que, pour tout x de l'intervalle | :

1
e’ — 1
b. Déterminer la limite de f(x) quand x tend vers +o, et la limite quand x tend vers 0.

En déduire I'existence d'une asymptote a la courbe Cs¢
2. a. Vérifier que pour tout x de l'intervalle I :

gt (g* — 23
() =
J (e* — 12
b. Etudier, pour tout x de l'intervalle I, le signe de f'(x) .
En déduire le sens de variation de la fonction f et que, pour tout x de I'intervalle I, f(x) > 0.

filxi=e"+1+
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3. a. Résoudre, dans l'intervalle |,

I'équation d'inconnue X, f(x) = 9/2.

b. Déduire, du résultat obtenu a la question précédente, les coordonnées des points A et B, points
d'intersection de la courbe Cs et de la droite dont une équation est y = 9/2.

( A est le point d'intersection dont I'abscisse est la plus petite.)

Partie B

Soit la fonction g définie pour tout x de l'intervalle I, par :

gx)=¢e"+1.

On note Cq la courbe représentative de la fonction g dans le plan rapporté au repére (Ox, Oy).
Cgq est donnée sur le graphique ci-apres.

On note h la fonction définie , pour tout x de l'intervalle I, par:

h(x) = f(x) - 9(x).

1. a. Etudier, pour tout x de l'intervalle I, le signe de h(x) ; en déduire la position de Cs par
rapport a la courbe C.

b. Résoudre dans l'intervalle I, I'inéquation h(x) =0,05.

On admet que deux points du plan de méme abscisse sont indiscernables sur un dessin dés que la
différence de leurs ordonnées a une valeur absolue inférieure a 0,05.

Déterminer un demi-plan dans lequel les courbes Cs et C4 sont indiscernables.

c. Tracer, avec soin, la courbe Ctsur le graphique ci-apres.

2. Montrer que, pour tout x de | :

A

5
e’ -1
en déduire une fonction primitive de h sur 1.

R(x) = 1

=

WY

3. Calculer I'aire S de la partie du plan délimitée par la courbe Cy, la courbe Cqy et les droite
d'équation
X =1In 2 et x = In3. ( Exprimer le résultat en cm?)

Correction

Partie A
1.a. Cela correspond a démontrer une égalité. Pour tout x de l'intervalle | :
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e'—-1 e&'"-1 & -
donc

1
Jlxy=e"+1+ —
e

1b
lim (e* - 1) = +m

A= oo

. 1
lim =0

A

i et — ] :}-Iim[ex+1+
lim (e” +1)= +m

EE )

e’ -1

}: hm f(x)= 4w

A=+

Six>0 alors €*>1,d'oue*-1>0 par conséquent :

lim (e* — 1) = 0*

A= 0"

on en déduit :

. 1

lim — = 4w

st g2t =1

. 1

lim — = +w 1

a0t @ — ] :}~Iim|:€”+1+ - :|=1imf(x)=+m
. % A" 2" =1 r0”

lim (e + 1) =2

=0

par définition la droite d'équation x = 0 ( axe des ordonnées ) est asymptote a la courbe C;(asymptote

verticale )
2.a. f est dérivable surl et :
]

&
Jlx)=—

g’ —1

zeﬂx(ex _ 1)_ Eﬂx_ex
fl(lez P =

(e” — 132
e (2e® -2 —e™) _ eitlet - 2
(e" — 172 (e" — 12

Remarque : on a utiliser la formule suivante pour dérivée

=

W

b. Le signe de f'(x) ne dépend que du signe de e*- 2, puisque les expression e* et (e* - 1) sont toujours
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strictement positives sur I.
Etudions le signe de e*- 2

e*-2>0 = e*>2 = Ine*>In2 ( car la fonction logarithme népérien est strictement croissante sur
10;+00[ )

—~x>In2
donc f est décroissante sur ]0 ; In2] et elle est croissante sur
[IN2;+00].

o il o2

12: = =
Sdn2) e®-1 2-1

f admet sur | un minimum absolu en In 2, ce minimum est 4, donc pour tout x de l'intervalle |, f(x) =4 >
0.

3.a.
9
X)=—
Jix 5
g 9
et -1 2

2e* = 9g" - 9

2¢* —9¢" +9=10

Pour résoudre cette derniére équation, posons X = e*

on a X2 = e” et X est un nombre strictement positif puisque
e*> 0.

2X?-9X+9=0
A=(-9)2-4x2%x9=81-72=9>0
donec 2 solutions réelles distinctes

pour 'équation 2X2-9%X +9=10

9= 9-3 3

Xl_ = = —
4 4 2
94+ - f9 94 3
X, = I: - 3
4 4

Ces deux solutions pour X sont acceptable puisque strictement positives

en reprenant X = e

on adonce*=3oue*=3/2

d'oux =1In3 ou x=1n(3/2)

S ={In3; In(3/2)}

3. b. Il s'agit d'interprétation graphique les solutions de I'équation f(x) = 9/2 sont les abscisses des
points d'intersections de C; avec la droite d'équation réduite y = 9/2, on a trouvé In (3/2) et In3 comme
solution pour I'équation f(x) = 9/2, donc A et B sont les points

A(In(3/2);9/2), B(In3; 9/2).u

Partie B

la
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Rix)= fix)-g(x)
(" +1) = —
1 et -1
Etudions le signe de h(x) sur | :
surl, e -1>0, donc h(x) > 0.
On en déduit que la courbe représentative de f est au dessus ( strictement au dessus ) de la courbe

=" +1+

A

représentative de g.

1.b.

Alxy= 0,05

0< < 0,05
g’ -1

e’ —1 }1—

0,05

g’ —1=220

e =21

x=1ln 21

(Pour résoudre cette inéquation, on utilise le théoreme de rangement des inverses et des logarithmes.)
Le demi-plan dans lequel les courbes C; et C, sont indiscernables est le demi-plan caractérisé par

I'inégquation
x 2In 21.
C.

/
deri-
plan

C
Ce
"
] x=In21
O T

2. Pour toutréelxdelona:
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e’ - e’ e’ —1
e’ -1 Tet o1 et o1
=e—x€ +1= 31 = h(x)

g -1 g -1

( voir comment démontrer une égalité )
L'expression qui suit est de la forme u'/u avec u(x) = e* - 1 et u'(x) = €* avec u> 0 sur |

ex
e’ -1

On sait que une primitive d'une telle fonction est In |u]|

Soit H une primitive de h sur |, ona alors :
o’

e’ —1

Hixi=Inle"- 10— x

3. On sait que la courbe représentative de f est au dessus ( strictement au dessus ) de la courbe

h(x) = 1

représentative de g sur |
donc l'aire de la partie du plan est égale en unité d'aire a :
3

_[:; [F(x)- gCe)]dx = _[:; h(x)dx =[H (x)I:

H{ln3)- H (In 2}

Inte™ - - In3-Infe™ -1+ In2
In3-1-1n3-In2-1+In2
In2-In3-Inl+In2

2n2-1n3

lﬂi

2

Soit A l'aire de partie du plan définie dans I'énoncé, I'unité d'aire étant 4 cm?, A =4 In(4/3) cm?
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