CALCUL D'AIRES - EXERCICES CORRIGES

Exercice ni.
Soit (C) la courbe représentative d'une foncfi@ans un repére orthonormé(D;T;T). Hachurez sur le graphique ci-

dessous les deux domaines ci-dessdds={M(xy) —2<x<0;0sy< f (x} D,={M(xy) 4<x<8;f (x)sy<(
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Exercice n2.
Etudier la fonction définie suR par f (x) = x* —4x, et calculer, en unités d'aires :

A

1) L'aire du domaine délimité pa(le ) , 'axe des abscisses, et les droites d’équatiors-1 et Xx=0

2) L'aire du domaine délimité pa(lcf ) , 'axe des abscisses, et les droites d'équatiord) et x =4

Exercice n3.
La figure 1 donne la représentation graphique dfonetionf et la figure 2 celle d’'une primitive desur R

NN

O 1 2 X

Figure 1 Figure 2

Avec ces seuls renseignements,, donnez l'aire chag@ colorié

Exercice n4.

Soitf la fonction définie sulRR par f(x)=x +2x°+2x+ 4

1) Etudiez les variations de

2) Démontrez quéest positive sur [-2;0]

3) Calculez l'aire de la part[2 du plan limitée par), les axes de coordonnées et la droite d'équation2.
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Exercice n5.
Soit f une fonction définie et dérivable sur I'interva[l|é3;+oo[ , Croissante sur les

intervalles[~3;-1] et [2;+co[ et décroissante sur l'intervalle1;2]. La courbel”
représentative de la fonctidnest tracée ci-dessous dans un repére orthog

(O;T;T).

Est-il vrai quej‘_llf (x)dx=7?

Donner un encadrement q'élf (x)ax
2

Exercice n6.
Dans un plan muni d’'un repére orthonormal (unit@bique : 1 cm), on donne les tableaux de variatetnles trois
représentations graphiqués Cg , C,, respectives des fonctiofg, h définies sur I’intervallei0;+oo[ :

r10 1 3 5 +ec \ /\,

f M” H ;’/ \\ /CE.'

G - )
h [:] |:| ‘ / \\‘\12 v \\
- IREEACN

I S J{

1) Exprimer & I'aide d’intégrales, les mesures, @rges en cfdes aires des domaines planeAA,.

3
2) Sachant que sur l'intervalle [1, 3] g(x) < 4, en déduire un encadrementﬁig(x)dx
1

3) Déterminer le signe des intégrales suivantes &ifiant précisément chacune des réponses :

2 3 2

[ £ (9ax [-a(x)ax [h(xax

1 1 1

4) Comparer les nombres |, J, K définis par :
3 3 3

I= [ f (x)dx 3= g(x)dx K= [ h(x)dx
1 1 1

Exercice n7.

Considérons les fonctioristg définies sur]0;+o[ par f (x) = X’ +Xi'2 etg(x)=x

On noteC; et Cg les courbes représentdmt g dans un repéréO;T; I)
1) Etudier la position d€; par rapport &,

2) Calculer I'aire entreC, et C, pourxD[l;S]

3) a) Calculer I'aire entreA(t) entreC; et C; pour xO[Lt] (pourt >1)
b) Calculer la limite entco de A(t)

htetp - //afirmath _jirmdo._cormy/
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Exercice n8.
X2 —7x+10

On considére la fonctiof définie par f(x)=
2(1-x)

et on note C sa courbe représentative dans urrerepe

orthonormé (O, , | ) d'unité 2 cm.

1) Déterminer 'ensemble de définition tle

2) Etudier les variations deet préciser les asymptotes horizontales et/oucadss, les tangentes horizontales et les
extremums. Dresser le tableau de variations de

3) Démontrer que pour toutde I'ensemble de définitionf (x) = —%x = 3+1i
-X

4) Calculer I'aire en cidu domaine délimité par C, I'axe des abscissdssatroites d’équatior=-3 etx=-2
Exercice n9.

2
Soitf la fonction définie sur I’intervall@0;+oo[ par : f(x) =X7(In x—%} six>0 et f(0)=0

1) Etudier le sens de variations fdet étudier la limite déen +c . Tracer la courbe représentati@edef dans un repére
orthonormaI(O;T; I) (on prendra 2 cm comme unité)

2) Soit A10]0;€] . On posel (4) :Je' f (x)dx

a) Calculer| (A) pour A0]0;€]
b) Calculer la limite del (1) lorsqueA tend vers 0

c) En déduire 'aire de la partie d plan limité parcourbe C), 'axe des abscisses et les droites d'équatiesgerctives
(x=0) et(x=¢€)
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CALCUL D’AIRES - CORRECTION

Exercice n°1
D, ={M(xy) ~2sx<0;0<y=< f (x} D, ={M(xy) 4sx<8;f (x)sy<(

T NS T T
l.'. | i II. 8] il ;- .':_;:'_._.
N /=3 ] r\ | ¢ | f,i' |
! x..-"/ + ¥ | 1 1 § 1 3 { ! ]
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Exercice n°2
La fonctionf est un trinéme du second degré, de la forig) =ax* +bx+c ot a=1, b=-4 etc=0. Puisquea >0,

. L b : :

f est strictement décroissante %woo; —2—} = ]—oo; 2] et strictement croissante s{lﬂ; +00[ .
a

Elle atteint donc son minimum powr= 2, lequel minimum vautf (2) = 2° — 4x 2=—-4

De plus puisquef (x) = x* —4x = x(4~x), on déduit le tableau de signesfde

x 0 4

fimi=x-4x| + 0 — 0 +

1) Puisque pour touixD[—l; 0], f(x)20, l'aire du domaine délimité pa(rCf), I'axe des abscisses, et les droites

0
d’équationsx=-1 et Xx=0 sera donnée, en unités daires, q-af (X)dx. A laide d’'une primitive def sur [0 ;1]

-1
3

définie parF (x) :g —2x, on calcule :

jl f(x)dx=F(0)-F(-1)

-1

3 _1 3 _
= 9 -2x (|- —( ) —2><(—])2 :—(_1—2):_7
3 3 3 3
L’aire du domaine vaut doné unités d’aire

2) Puisque pour touD(D[O;4], f(x)<0, l'aire du domaine délimité pa('Cf), 'axe des abscisses, et les droites

4
d’équationsx =0 et X =4 sera donnée, en unités d’aires, pf{rj f (X)dxj. A l'aide de la méme primitive définie par
0
X3
F(X) =3 - 2x%, on calcule :

ff(x)dx: F(4)-F(0)

3 3
:ﬂ —2x 4P - 0 -2x 0 :E"_ 32=_32
3 3 3 3

. . 32 i
L’aire du domaine vaut doncg unités d'aire
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Exercice n°3
2

Puisque pour touKD[l; 2] , £(x)=0 (figure 1), l'aire du domaine colorié est égal§ axX)dx=F((2)-F(@1).
1

On lit grace a la figure 2 quE (2) - F (1) = 4— 2= 2unités d’aire.

Exercice n°4
1) f est définie et dérivable sk et pour toutxdR, f'(x)=3x*+4x+ 2. Le calcul du discriminant dé'(x) nous

permet d’en déduire le signe dé(x), donc le sens de variation de: A=4° - 4x 3x 2= 16- 24— & Qdonc f'(x)
garde un signe constant. Plus précisément pourtol® , f'(x) >0 donc f est strictement croissante dRir.

2) On calcule f (—2)=(=2)*+ 2x(-2)*+ 2x(- 3+ 4 Oet f(0)= 4. Puisquef est strictement croissante sBr, pour
tout réelx[-2;0], on auraf (-2)< f (x)< f (0), c’est-a-diref (x) =0

3) Puisque pour tout réexd[-2;0], f(x)=0, l'aire en crh de la partieD du plan limitée par@), les axes de

0
coordonnées et la droite d'équatios -2 sera égale aj‘ f (X)dx=F (0)— F (-2) ou F est une primitive desur [0 ;2].
)
I ) xto2xd .,
Une primitive def sur [0 ;2] est donnée p&i(X) :Z +? +X° +4x, donc

ifumx:F«»—FteyJ§+22§+@+4xG—(F?4+Z%;a{%—3{**(‘%

(—16) 16 .
=—| —— | =— unités d'aires
3 3

Exercice n°5
Si le coté du carreau mesure 1 cm, les vectewes | nous indiquent que 1 unité d’aire = 2%cm
Puisque pour touKD[—l;l] , T(X)=0, l'intégrale J‘_llf (x)dx mesure, en unités d’aires, I'aire du domaine détipar la

courbel , 'axe des abscisses, et les droites d’équatien—1 et X =1.
Ce domaine est hachuré ci-contre :

En comptant le nombre de petits carreaux, on cngtze I'aire du domaine hachurée est supéried® énf (et méme
plus 1), c’est-a-dire 9 unités d’aire. Ainsi I'ingiité j_llf (x)dx=7 est VRAIE
Puisque pour toukD[—Z;—]] , F(X)=0, l'intégrale j_;lf (x)dx mesure, en unités d’aires, I'aire du domaine dé&ipar

la courbel , I'axe des abscisses, et les droites d’équaxien—2 et x = -1.
En comptant le nombre de petits carreaux, on pininar que cette aire est comprise entre 11 etrt? donc que

7y (X)dx< 7

Exercice n°6
1) D’aprés le graphique, 1 unité d’aire = 1%cm

Puisque pour toukd[1;4], g(x)= f(X) =0, I'aire du domaine Aest donné par I’intégralfe:(g(x) - f (x))dx

Puisque pour touKD[l; 5] , h(x) <0, l'aire du domaine Aest donné par I’intégralefh(x) dx
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3 3 3 3
2)-Si pour toutx0[1;3], 1< g(x) < 4, alorsjldxsjg(x)dxsj.4dx c’est-é-direZsIg(x)dxs 8
1 1 1 1
2
3) Puisque pour touk[1;2], f(x)=0, jf(x)dxzo
3 ' 3 3
Puisque pour touxd[1;3], g(x) =0, J'g(x)dxzo doncI—g(x)dxz—jg(x)dxso
1 1 1
2
Puisque pour toukd[1;2], h(x) <0, Ih(x)dxso
! 3 3
4) Puisque pour toux0[1;3], g(x)= f(x) 20, on aurajg(x)dxz I f(x)dx=0 c'est-a-direJ =1 >0
1 1

3
Puisque pour toukJ[1;3], h(x) <0, J'h(x)dxso.
1

FinalementK <1 <J]

Exercice n°7

1) Pour toutxD]O;+00[, f(x)-g(x)=x* +%—X2 =X—A; >0, doncC, est au dessus dg, sur]0;+00[

2) Puisque pour toux[1;5], f (x)=g(x), Iaire entreC, et C, vaut:
; 4}5 __4,4_16
5 1

(x

J(1 (X)_Q(X))dx:fizdx:[__

X
1
3) a) Puisque pourtouKD[l t] (pourt >1), f

A =[(1 (%) -g(x)ox= jizdxz[_é}t _ _?4
4
t

1

1 1

b) On trouve ainsilim A(t) = lim 4 -

t - 400 t - +oo

Exercice n°8
1) La division par 1x implique 1~ x# 0 donc D; = R\{Z} =]~co;q] O | L+co]
2) f est dérivable sur chacun des intervalleshje en tant que quotient de fonctions qui le sonpuesquef est de la

forme f(x) =%, ol u(X) =x* = 7x+10=u' (x)= X~ 7 et v(x) =2(1-x) = V' (x)=-2, on en déduit que pour tout
v(x
' - 2x—7)x 2( 1= x) = (x* = T+ 10x(-
x0]~o031] O |10, £'(x) = (v(x) ”gx)‘/(x) NCSULE GG 2 9x(
(v(x)) (2(1-x))
_Ax—4C-14+ 14+ 20— 14+ 20 - 2+ o+ 62( X +2xX+3Y @ 1ox43
4(1-x)* 4(1-x)* 4 +x)° 2(1-x)°
Puisque pour touk(]—eo;]] 0]%+eo[, 2(1-x)*>0, f'(x) sera du méme signe quR(x) =—x* +2x+ 3. Le calcul du

—2\/_6

discriminant de P donna = ( ) - 4x(-1)x 3= 16> 0donc P admet deux racines réelles dlstlnates— 3 et
B =_2+—;/—16 =-1, d'otl P(x) = =(x-a)(x-B) =-(x+1)(x~ 3), d'oll le tableau de signes @¢x) donc def’(x) :
xr |-o A 1 3 +eco
Pz = 0 + + 0 -

On en déduit quéest strictement décroissante sull|-e;~1] et sur[3;+o[, et strictement croissante surL;] et sur

]1; 3] . Elle atteint donc deux extremums locaux>en—-1 et x =3, qui valent respectivemerit(-1)=4,5et f(3)=0,5
Aux points d’abscisses —1 et 3, C admet une tardwarizontale.
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La limite en +o d’une fraction rationnelle étant celle du quotisithplifié de ses numérateur et dénominateur, on a
2 2

lim £(x) = lim =—=lim -X=-c0 et de mémelim f(x) = lim —— = lim - = +e

X oo ) G A X oo ) G i

De plus, Iimlx2—7x+10= 4. Comme Iin112(1—x)=0‘ (car x>1 - 1-x<0), on en déduit, par quotient, que
x>1

Iim1 f(X) =-c . De méme, puisquda'rnlz(l—x):O*, on en déduit quetim1 f(X) =+ . La droite d’équationx=1 est

x>1 x<1 x<l

donc asymptote verticale a la courbe C.

x —co 1 1 3 0o
Résumons cela dans le tableau de variations +eo +co 0,5
) \ /
45 e o
3) Pour toutx[0]~eo;1] O ]1;+oo] ,
_ _ _ 2 _ 2 _
—£x+3+ 2 __xi X)+ 3 2(Fx )+ 4 XX +6-6xrd_x- &+ 10, f(x), d’ou I'égalité demandée
2 1-x 21-x) 2(x) 2(Fx) 2(1-x) 2(1-x)

4) Puisque pour tou1xD[—3;—2], f(x) >0, l'aire considérée, mesurée en unités d’aires I(ie = 2x 2= 4cm’) sera

-2
obtenue en calcular}? f (X)dx = F(-2) - F (-3) ou F est une primitive desur [-3 ;-2]
-3
L'écriture de la question précédente nous permaat déduire I'écriture d’une primitive desur [-3 ;-2] :

Pour toutxD]—OO;]{ 0 ]1;+oo[, f(x)= —%x+3_ 2><[(J)'((X)

ou u (x)=1-x. Ainsi une primitive dé sur [-3 ;-2] est :

F(X) = —%xx—22+3x— 2In(ju(x)).

2

Or, pour toutx0[-3;-2], 1- x>0 = u(x)> 0= |u(x) =u(x) donc F(x) =—XZ+3x—2In(1—x) :

Ainsi, F(-2)-F(-3)= —%+3x(—2)—2m(1— (—3—{——(_2) + X(-3- 2 & € 3))}
=—1—6—2In3+%+9+ 2In(dE 2 16 Ing 2 |61—96j

L'aire cherchée vau‘n{2+ In(%)j =8+ 4Ir{%3j = 10,%Tm’ s

T T T T - | T T T T
3 2 9 \
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Exercice n°9
) = 3), (1) _ 3,1 _ _ : :
1) Pour toutx>0, f'(x)=x e —xInx——2x+—2x—xlnx—x—x(lnx—l). Puisquex>0, f'(x) est
X

du signe ddnx-1. Ainsi f'(x)>0 = Inx-1>0< Inx>1= x>e

f est donc strictement décroissante J€ue] et strictement croissante i +oo| .

2
De plus, lim In x=2 =400 et lim 2 = +oo , donc par produitlim f (x) =+

X — +oo 2 X — +oo 2 X — +00
., f
., -+ i
., i
. /
T, Fi
[ i
. A+ /
R o F
S /
NOT /
i /
D e ¢
. Iy
., i
., i
-+ ., i
- Iy
L /
e -
e
4 .
.,
.,
.,
e e X2 3
2) a) Pour calculer (1) =.[ f(x)dxz'[E(ln x——zj dx, on doit effectuer unatégration par parties
A A

2 3
On poseu(x) =In x—g: u'(x) . v'(X) =X?:>v(x) :%, fonctions toutes deux continiment dérivablestsut
X

intervalle de la formgA;e] (avecA >0). Le calcul devient alors :

1 () =i f(x)dx=fx—22(ln x—%)dx=;'E\/(x)u(x)dx=[u(x)v(x)}e _Tu’(x)v(x)dx={§(ln X_%ﬂe i eX_GSX%dX

N

2 6 12 6 4 . 12 6 18 18
5¢° 11° A°
=X, 2 A
36 36 6
3
b) Puisquelim AIn A1 =0 et lim s , on en déduit, par somme, qum | (1) =-—
1-0 1-036 A-0 36

e

c¢) Puisque pour toukD]O;e], f(x) <0, lintégrale | ()I)=j f (x)dx représente, en unité d’aires, I'opposé de l'aire d
A

plan délimitée par la courbe (C), 'axe des abssisst les droites d’équations respectixesi et x=e.

Si on fait tendred vers 0, on peut donc affirmer que I'aire du pl&firditée par la courbe (C), I'axe des abscisselgset
3

: . . . 5e
droites d’équations respectivas=0 et x=e vaut3—6 .
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