CALCUL INTEGRAL - EXERCICES CORRIGES

Exercice n°1
Soit les deux suitefl ) et (J,) définies par :

2 @” I .
I, = © x et J, =—5 pour tout entier naturel
01+e” e”

1) Calculerl, , I, +1, et 1.

2) Montrer que la suitél ,) est croissante.

, e -1 e -1 \
3) Démontrer que : —7 5 xS I, < pour toutnN .
n(e +1) 2n

(on pourra prouver que, sous certaines conditiomsciser2 < 1+ e < 1+¢e°.

4) En déduire les limites dd ) et (J,).
5) Calculer, en fonction deg la valeur del | +1 ;.
En déduire une meéethode permettant le calcul explite |, en fonction de.

Exercice n°2

14n
N . t .
On considere les reels = J'—lel ‘dt pour toutn entier naturel.
n!

1) Calculerl, et |,

2) En utilisant une intégration par parties, montpé pour touh entier naturel non nul, onlg -1, =-—

n!
| & 1
3) Montrer que pour tout entier naturel on al, =e- ) —
p=0 pl
. 2
4) Montrer que pour tout entier naturel non nul, on &< 1 s—l
n!

5) En déduire la limite de la suif¢,)
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CALCUL INTEGRAL - CORRECTION

Exercice n°1

Soit les deux suitefl,) et (J,) définies par 1, :J'ozli—exdx etJ =

1) Calculerl, , I, +1, etl,.

On calculel —j —dx [|n(1+e)] |n(1+e) in(1+€°) = In{1+e%) - In{ 2= |r(1+262j

puisIO+I1:j2 1de+I; ¢ 4 121+e jozldx:[x]z.

0l+e 1+e° _01+e 1+e 0 l+e

On en déduitl; =2-1,|= 2- In(lze j

2) Montrer que la suit¢l,,) est croissante.
2e™ (e 1)
1+ e

(n+1)x nx
2@ 2 ¢ 2e
Pour toutnON, on calculel ., =1, = | o cdx- | = cdx= [ =———d m —J'
e e e

e“x(eX —1) S0

Pour toutx0[0;2], 1+€* >0, € ~1= 0 et €™ >0 quel que soinON. Ainsi, pour toutnON, o
e

N o 2e™(e -1 : _
et par positivité de I’mtegralq',O %dxz O<1,-1,20<1.,,21,, ce qui nous permet d’en deduire
€

que| la suitg(l,,) est croissan’te.

2n _1 2n

n
(on pourra prouver que, sous certaines conditigmgéiser,2 < 1+ e* < 1+ ¢€?).
Pour tout xD[O; 2] , 0<x<2, puis par croissance de la fonction exponentiellee* <€, et par suite

3) Démontrer que ! pour toutn N .

2<l+e'<l+e’ et—— < Y3
l+e" 1+e* 2
Puisque pour toun ON" et pour toutxJ[0;2], €* >0, on aura— £ &
1+¢’ 1+ 1+e" 2
jo & dx < j —dx
nx 2 on
On calcule successivemeflzt © ~dx = L 2J'ze"xdx: ! - —le”X I e - 1eo"” - -1
0l+e 1+€*Jo +e’ln |, I+ée’ n n(1+e2)
2 2n _
zljzenxdxzé|:_1enx} :_]-[_]-eZn __:I-e0><n:|:e 1
0 2ln |, 2In n A
NnXx 2 2n _1
L'inégalité J' dx dx < j <I. est démontrée.
01+¢" (e +1) 2n

4) En déduire les limites dd ) et (J,) .
2n X

2n 2n
. e-1 1 e 1 ! . | . € . €
Pour toutnON', = > X| 2x———|. D'apres une limite du cours, onlen — = lim — =+
n(l+e?) 1+e 2n n howe On X x
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2n

Puisquelim 1 =0, on en déduit par différence et par produit, qlme—l) = +co, Puisque pour tout

N—+o [ “ﬂ+°°n(1+e
. e" -1 e -1 . : .
nON, |, 2——— et puisquelim ——— =+c0, on en déduit par minoration qukm I,
n(e +1) n- +°°n(e +1) n-to
2n 2n 2n 2n
R -1 -1 -1 I -1 <
Pour tout nON', —— = < I, < € et € >0 donc —— = < =< © 5 c'est-a-dire
n(e2 +1) 2n ne’™ (e2 +1) e 2ne
eZn _1 e2n _1

ne®" (e2 +1) << 2ne”

nlq_ 1 1
Pour tout nUN , = =

lim €" =+ donc lim i—0 Puisque

neZ”(e2+l) - ne”‘(e2+1) - n(e2+1)' oo n- e @2
e"-1
lim n(e2 +1) +co, on aura par différence et quotietitn —————=0
Nt n-o ng? (e +1)
2n ezn[l 1-:| 1_i
. -1 e" e2n 1
Pour toutnON", o e o . Puisque lim —-=0 et lim 2n=+, on en conclut par
ne e n-teo @7 N oo
2n
el . . e =
différence et quotient quém >—=0.
n-+e 2N
eZn -1 2n -1 2n -1 2n -1
Puisque pour touhON , —————-<J <——— et puisquelim ————— =0 et lim =0, on en
q p neZn (eZ+1) n 2ne2n p q e o nezn (ez +1) il 2neZn

n- +oo

conclut, grace au théoréeme d’encadrement dit ggdadarmes », Ql{dlm J, =0

5) Calculer, en fonction de, la valeur del , +1 .,
En déduire une méthode permettant le calcul explae |, en fonction den.
Pour toutnON, on calcule :

ot e o [ e [ e o e <[]

0

Pour calculerl, en fonction den,

. 1+¢€°
- connaissant, =In ,
2
- on calculel, + 1, =€’ -1 d’o0 on tirera la valeur dé,

1 . .
- on calculel, +1, =§(e4 —1) d’ou on tirera la valeur dé,
et de proche en proche....

: 1 - .
connaissant, , on calculel  +1 ., :—(e2n —1) d’'ou on tirera la valeur dé,,;
n

Exercice n°2
1.0

1) Pourn=0, on doit calculerl, :It—le“dt. En convenant que 0 !=1, et puisque pour to@t t°=1 (on
0

convient qued® = 1) le calcul est dond, —jel dt —[ ] —e°+ef=e-1|
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0

1 1 1
Pour n=1, on doit calculer J'tIeHdt:jtel‘tdt:ju(t)V(t)dt avec u(t)=t=u'(t)=1 et
0 0

V(t)=e" = v(t) =-e"" qui sont continiment dérivables sur [0 ;1].

1
Ainsi |, = J'u dt—[—te“] +Ie“dt-—1><e +0xel+1,=-1+(e-)[=e- 2
0
2) Pour tout entiem non nul, | =j'—ne“dt =iu(t)v’(t)dt avec u(t):ﬂju'(t):ntn_lz t" et
\ T o ! 0 n! n! (n—l)l

1
Vv (t) =€ = v(t) =-€e"" qui sont contindment dérivables sur [0 ;1]. Aihsi [u(t)v(t)]O —ju’(t)v(t)dt
0

n 1 1 n-1
= L +j b et ——i+ge1 %+, doularelationl -1, --1
nt~ | ¢ (n-1)! n nl n!
o1
3) Montrons par récurrence que pour tout emtigt = e—Z—I. NotonsQ(k) la propriété «, =e- 2— »
p=0 p p=0 p
1 1 . .
Initialisation : La propriété est vraie polr0 care- Z— —& =e-1 (par convention 0 !=1), et puisqu’on
p=0 p -
a calculél, =e-1 dans la question 1)
m
Hérédité: Supposons la propriété vra@m) pour un entiemfixé, a savoirl , =e- Y1
p=0 p
. . 1 : . .
On a alors, d'apres la question 2),,, =1 —m, donc en appliquant I'nypothése de récurrence,
m+1)!
m 1 m+l
| . =e— - m = —Z , Ce qui est la propriété a I'ordnet1, et achéve donc la phase d’hérédite,
p=0 p m

et la démonstration par récurrence.

Conclusion La propriétél , =e- 2— est vraie pour tout entier
p=0

4) Posons, pour tout entiemon nul, f, (t) =t"e".

Pour tout entien non nul, f, est dérivable suR et pour tout réel, f, (t) =nt"'e™ -t"e"™ =t" ™" (n-t)

Si n est un entier non nul, donc supérieur a 1, on paffirmer que pour touttd[0,]],

f. (t)=t""¢"(n-t)=0, donc quef, est croissante sur [0 ;1]. Elle atteint donc soximam lorsquet=1,

lequel maximum vauf, (1) =1"e™ = 1. Ainsi, on peut affirmer que pour toti1]0,1], f, (t)<1. On passe aux
" 1 1 2 1

inégalités dans l'intégrale. Aingj :j—e“dt sj—dt <—(1-0). L'inégalité | , <= (et mémel, <— !) est
. n! nl ! " nl " n!

donc vérifiée pour tout non nul
Enfin, puisque pour touitD[O,]], f (t) =t"e™" >0, linégalité |, >0 est vérifiée par positivité de I'intégrale

d’une fonction positivie. Ainsi, pour tout entieatareln non nul,|0< |, < —

n!
2
5) Puisquelim — =0, le théoreme d’encadrement « des gendarmes »peoneet de conclure que
n - +oo n
. . 51
lim I, =0| (ce qui permet, au passage, d’étalir le résuliat —= )
n - +oo n - +oo p:0 p
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