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2010-2011 Théme : fonctions réciprogues 4°MeMath

Exercice 1 :
Soit:f:R—— R ; xI S
1+V1+4x
1) Déterminer le domaine de définition | de f
2) Etudier les variations de f et déduire f (1)
3) Montrer que f est une bijection de I sur f (1) = J
4) Expliciter f * (x) pour tout x € J
5) Préciser le domaine de définition de g : x —— f ™(cos x ) puis résoudre dans R : g (x) = 2
Exercice 2 :
I- Soit f R R:x! XC—x2+3x+1;

1) Montrer que I’équation f (x) = 0, admet une unique solution o € R et que o € }— %0[

2—-1
2) Montrer que f (x) = 0 < X =X
) que(x) =0
3) Etudier les variations de la fonctionh: R R:xi X;Z_ 13
+

4) Montrer que la restriction g de h sur ] —oo,O] est une bijection de ] —oo,O] sur un intervalle J que I’on précisera.
5) Expliciter g™* (x) pour tout x € J
Exercice 3 :
Soit f: [Rij_—> R :x \—>l(x2-l

2 X2
1-a- Montrer que f est dérivable ; calculer f * (x), et résoudre f ’(x) = 0
b- Montrer que f “ est dérivable ; calguler f*’ (x), et résoudre f*’(x) =0

_>
c- Représenter Cf dans un R.O.N (O,1 ,])
2-a- Montrer que I’équation f (x) = x admet une unique solution X, tel que 2 < xg <3
(on ne cherchera pas a calculer Xo)

b-Vérifier que \/x2 + 1 = X% — Xo

3-a- Montrer que f réalise une bijection de R:, dans un intervalle J que I’on déterminera.
b- Expliquer f ** (x) pour tout x € J

c- Construire C’ courbe de f™ sur le méme repére que Cf

Exercice 4 :
Soit f la fonction définie sur —l,l ;T (X) :;_
22 1 —sin =X

1- Montrer que f est une bijection de | = [— % %[ sur un intervalle J

2- Déterminer le domaine de dérivabilité de f™* qu’on notera K et calculer (f™) “ (x) ; V¥ x € K
3- Construire Cf et Cf ™ sur le méme repére.

Exercice 5 :
Soit f [O, ﬂ—> [0,1], x —— sin2 x
1-a- Montrer que f réalise une bijection ; soit g sa bijection réciproque
1 3 1
b- Calculerg (), g () etg (-
ulerg (). 9 G)etg ()
1

2 \/x - X?
b- Construire Cf et Cg sur le méme repére
3- Soit h définie sur [0,1] par h (x) = ﬁ , Montrer que g o h dérivable sur ]0,1] et(goh)’ (x) =-h (x)

2- a- sur quel intervalle J, g est dérivable ? et montrer que V x € J g’ (X) =
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Exercice 6 :
Soitg:[0n] — R:t——tgt-t

1- Etudier les variations de ¢, Déterminer ¢ ([O%D et o (B,n [)

En déduire le signe de ¢ (t) pour t € [0,7] \{%}
2- Soit la fonction f définie par :
f(x)=xsin§ sixe R

f(0)=0
a- Montrer que f est continue sur R
b- f est — elle dérivable en zéro ? Déterminer sa fonction derivée lorsqu’elle existe.
c- Résoudre f (x) = 0 dans R
3- Soit g la restriction de f sur[ 1,+c0 [
a- Etudier les variations de g (on utilisera ¢ pour étudier le signe de g * (x) ), Calculer g (1), g (2) et g (6)
b- Montrer que g admet une fonction réciproque g * définie sur un intervalle J qu’on précisera
c- g "est elle dérivable sur J ? Calculer (g7')’ (2) et (g7')" (3)
d- Tracer Cq et Cy.1 sur le méme R.O.N
Exercice 7 :

A-Soit f : [0, ﬂ R:x| tg X

1- Etudier les variations de f et construire Cf

2- Montrer que f réalise une bijection de [0%[ sur un intervalle J

3- Soit g la bijection réciproque de f
a- Etudier les variations, sa continuité, sa dérivabilité ainsi que lim g (x)
X — +00

b- Calculer g’ (0) etg’ (2)
c- Construire Cq dans le méme repére que Cf.

9 () =g()six#0
B- Soit(p:[RJr—{O,E[ X——>
2 0==ZL

¢ (0) >

1- Montrer que ¢ est continue sur R,
2- Calculer pour x € R :tg [ o(x)] x tg [ g (x)] et en déduire que ¥ x € R : ¢ (x) = % -9 (X)

1
1+ x2

3- Montrerquex e R, : g’ (X) =

4- Etudier les variations de ¢

5-Soitac R} etbh e R tel que a < b ; montrer que 0 < ¢(a) - ¢(b) <§et tg [(p(a) _ (P(b)] _ F;Zb
Exercice 8 :
_ 3 SINX,
f(X)—2 ( v )2si X #0

Soit f la fonction définie sur [O, E} pour
2 1
f(0)= 2

1-a- Etudier les variations de U : X —— x —sinx etV : X —— X —tg x sur } 0%[
b- En déduire que V x ej|0,§|:on a:sinx<x<tgx
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sin2 X X2 sin2x

c-EtainrqueVXG}O%[ona: 1 1l 1

2- a- Montrer que f est continue sur [0, ﬂ

b- En utilisant (1) : montrer que V X e:| Og[ ona0<f(x) —%< sin 2 x
c- En déduire que f est dérivable a droite en zéro et calculer f (0)
3- Soit C la fonction définie sur [0, ﬂ par ¢ (X) = X €0S X — Sin X
a- Etudier les variations de ¢ et en déduire le signe de ¢ (x) , sur |0, E}

2
b- Montrer que f est dérivable sur } Oﬂ etquef‘ (x)= % o (X)

4- a- Montrer que f réalise une bijection de[o, E} sur lé_iz =]
2 22 7]
b- Montrer que f ™ est dérivable sur } =2 —} . f L est elle dérivable & droite en %
N, 3 4 , . . s gl w1 . 3 4
c- Calculer (f ) (5 - — ) et donne une équation de la demi tangente a Cf " au point d’abscisse (5 5 =)
T T
>
i

5- a- Montrer que I’équation f (x) = x admet au moins une solution a. € [Og[ et que % <a <§

d- Construire Cf et Cf ™ sur le méme repere ( ‘ |T|‘ = =4)

b- Justifier graphiquement que o et unique
c- Résoudre dans [0, ﬂ I’6quation \/2 sin x = x /3 —2x

6- a- Soit U la suite définie par Up = % etvVne NUp=f(U)

b- Etudier la monotone de U et en déduire qu’elle est convergente
c- Calculer alors sa limite

Exercice 9 :
Soit : [Og[ — R, 1 X ——4\tg X

1- Montrer que f réalise une bijection de [O%[ dans un intervalle J que I’on précisera , on notera g sa bijection

réciproque.
2- Construire sur le méme repére Cf et Cg

3- Montrer que vV € R; : g (x) + ¢ (%) :g
4-Montrerque ¥ e N': VK € {0,1,2,........ n}g (n) <g(n+Kk)<g(2n)
5- Soit U la suite définie sur N g (%) <Un<g (%) et en déduire la limite de U, en + o0

Exercice 10 :

Soitf:R——> R:x——1-X+1x2+3
I- 1) Etudier les variation de f et montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J que I’on précisera.

2) On note C la courbe de f selon un R.O.N (O,T T) Montrer que C admet une asymptote oblique D au voisinage
de (-o0)
3) étudier la position relative de C et D et faire la construction

4) Montrer que I’équation f (X) = x admet une unique solution dans R. Qu’on notera X, et vérifier que Xo e}% 2 [
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I1- 1) Etudier les variations de f * sur R
2) a- Quel est I’image de B 2} par f’?

b- En déduire que V X € [3 2}, f’ (x)| <

3 3
2' 4
3) Soit U, la suite réelle définie sur Npar: Up=2etV n eN: Ung =1 (Uy)

a- montrer que V n eN, U, € B 2}

b- montrer que vV n eN': |Un+1 —x0| <%|Un—x0|

c- en déduire que V n eN': |Un— x0| < Gj” et calculer lim U,
4 X = +00

III-Soitg:[O,ﬂ—> R x——f’(cosx)+1

1- montrer que g réalise une bijection de [Oﬂ sur [Oﬂ

- 1
2- Calculerg * (—j
\13

3- étudier la dérivabilité de g * en

N |—

1
2
[ g " est dérivable et que : (g7') “(x) = 3

(1 —x2)\/1 —4x2

4- Montrer que pour tout X [O,

Exercice 11 :
g(X)=tgx six<O0

- : T T :
Song.}—z,g[ R x {g(x)—tgx—%X six=0

1) a) Dresser le tableau de variation de g
b) Tracer la courbe de g

2) Soit h la restriction de g a } - %,O [

a) Montrer que h réalise une bijection de } x %0[ sur un intervalle J que I’on précisera
b) Tracer la courbe de h™
C) montrer que V X €9 ; h'l(x) + h'l(%) = g

3) Montrer que I’équation g (x) = 0 admet une seule solution non nulle o et que a. € }% g[

4) Soit ¢ la fonction définie sur[ aﬂ par ¢ (x) = x - L&)
3 g9’ (X)
a) montrer que V x e[ oc,ﬂ o (X) <X

b) Montrer que a est I’unique solution de ¢ (x) = X

c) Dresser le tableau de variation de ¢ et en déduire que : V X e[ oc,ﬂ onao(x) e [ oc,ﬂ

5) Soit (Vn)ney la suite définie par : Vo = % V x eNVp1 =0 (Vn)

a) Montrer que V n eN :V, e [ a’ﬂ

b) Montrer que la suite V, converge vers o.
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