M Jarraya Maher Révisions suites réelles Bac 2010

QCM1

Dire si les propriétés sont vraies, fausses ou si 'on ne peut rien dire (on justifiera ses dires).

1. Une suite (u,) vérifie pour tout n > 100 I'inégalité |y, —1|<— .
n® +

a. (u,) est bornée. b. (u,) tend vers 1 c. (u,) estcroissante

2. Une suite (v,) qui vérifie pour tout n - <1 est strictement décroissante.
n

N
1D SN e | W, | < 2 . Elle est:
n+1 n+1
a. décroissante, b. bornée, c¢. convergente.
4. Toute suite convergente est bornée.
5. Toute suite non majorée tend vers -+oo .

3. La suite (w,,) définie par w, =

QCM 2

On considere deux suites (u, ) €t (v, ) définiessur IN.

Si (u,) est monotone décroissante et minoree et (v, ) est monotone

Affirmation. . o IRTI
ation. a croissante et majorée alors (u, ) et (v,) convergent vers la méme limite.

Siona a'<u,,; -u,<b" avecaet bdans!’intervalle J0;1[ aors u,
converge.

Affirmation. b.

Affirmation. c. S (u,) converge, alorslasuite (In|uy,|) converge.

Exercicen°1

Soit lasuite u définie par u, =0, u,,; =ﬁ :

a. Calculer u, u,, u; . On exprimera chacun des termes sous forme d' une fraction irréductible.
b. Comparer les quatre premiers termes de la suite u aux quatre premiers termes de la suite w

J TN n
définie par w,=—.
n+1

c. A I'aide d’ un raisonnement par récurrence, démontrer que, pour tout entier naturel n,

U, = W,.

2. Soit v lasuite définie par v, = In(l) :
n+1

a Monterque v, +v, +vy =—In4.

b. Soit s, lasomme définie pour tout entier n non nul par S, =v +Vv, +...+v,. EXprimer s, en
fonction de n. Déterminer lalimite de s, lorsque n tend vers |’ infini.

u =1/3
Exercicen®2 On considére la suite définie pour tout ne N*, par n+1 .Onpose,
un+1 = n
3n

" u
pour toutne N*, v, ="
n
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1) Montrer que (v, ) est une suite géométrique.
2) Exprimer v, enfonction den.
3) En déduire I’ expression de u,, en fonction de n.

n

4) Soit lasérie S, =Zvk . Calculer S, enfonction de n et montrer que lasuite S, est
k=1

convergente.

Exercicen®3

=1

On considere lasuite u sur IN* définie par {ul ) :
(Uny1)” = 4u,

1. Calculer u,, u;, u,, us . Donner les résultats sous laforme 2* .
2. On considére la suite (v,,) définie parv, =In(u,)-In 4. Montrer que (v,) est une suite

géométrique dont on donneralaraison et le premier terme.
3. Exprimer v, en fonction de n. En déduire u, et calculer lim y,.

N—o0
4. Pour quelles valeursde n a-t-on u, > 3,96 7
Exercice n°4

On considére lasuite (y,) , définiepar : u, =

et lasuite (v, ), définiepar : v, =u, +%.

Démontrer que les suites (uy) et (vy) sont adjacentes.
Exercice n°5
On considere les suites (un) et (v,) définies par :

=0 Vp =2
3y,+1, €t _ 3y,+1 pour tout entier naturel n.

+1 —
4 4
Dans un repére orthonormé(O ; i, j) , tracer les droites (D) et (A) d’ éguations respectives
3x+1
y =

1

ety=x.

1. En utilisant ces deux droites, placer sur |’ axe des abscisses les réels uy, Uy, Uz puis vy, V2
et vs.
2. Calculer ug, Uy, Uz pUiS V1, Vo €t V3.
3. Démontrer que les suites (un) €t (vn) sont convergentes et donner leur limite.
Exercice n°6
1 1

et (Vn)rzl deflnlespar - Uy :1+£+_+m+ﬁ et Vn:u”+ﬁ'

On considére les deux suites (u,) ol

n>1

1. Etude des suites (u,) €t (v,

n>1 )rzl
a Calculer u, v ,u,v,u3,v;.
b. Montrer que lasuite (u, ), est strictement croissante.

c. Montrer que lasuite (v, ), est décroissante. Est-€lle strictement décroissante ? L’ est-elle a
partir d’ un certain rang ?
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d. Montrer que les suites (u,) , €t (v,)., Sont adjacentes.

n>1

Exercice n°7

1. Démontrer que pour tout nde IN * et tout xde[0; 1] :

1
2.a CalculerJ- 1o,
0 X+n

b. Déduire en utilisant 1., que : pour nelN x, %—Zizsln(il) puis que In(n%l)s%.
n

~ 2D

n

3. On appelle U lasuite définiepour ndeIN * par : U(n) = y

1 11 1
——In(n)=1+=+—=+...+—=In(n) .
m (n) 573 - ()]

=

1

Démontrer que U est décroissante (on pourra utiliser 2. b.)
Sk 11 1

4. On désigne par V lasuite determe général : V(n)= ZE—In(n+1) =1+§+§+...+E—In(n+l) :
k=1

Démontrer que V est croissant.

5. Démontrer que U et V convergent vers une limite commune.

Exercice n°8

On considére les deux suites (y,) , €t (v, )., définiespar :

n>1

1 1 1 1
%:1+E+E+...+ﬁ et Vn:un+ﬁ'
1. Etude des suites (y,)_, &t (V)

a Calculer u, v ,u,v,u3,v;.
b. Montrer que lasuite (u, ), est strictement croissante.

c. Montrer que lasuite (v, ), est décroissante. Est-€lle strictement décroissante ? L’ est-elle a
partir d’ un certain rang ?

d. Montrer que les suites (u,) , €t (v,)., Sont adjacentes.

n>1
Exercice n°9
|. Premiére partie

On appellef et g les deux fonctions définies sur I'intervalle [0 ; +« [ par

f(x)=In(1+x)-x €&t QXX):In(1+x)—x+X—22.

1. Etudier les variationsdef et degsur [0 +x [.

2
2. En déduire que pour tout x>0, x—%g In(1+x) < x.

I1. Deuxiéme partie

On se propose d’ éudier la suite (u,) de nombres réels définie par : u, =% et u,, =u, [1+2—n1+1j

1. Montrer par récurrence que u, > 0 pour tout entier naturel n>1.
2. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n>1 :

Inu, :In(1+%)+ln[1+%)+...+In[1+2—1nj.
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1 1 1 1 1 1
3. On pose s, =§+2—2+...+E e T, =Z+4—+...+—
A |’ aide de la premiére partie, montrer que: S, —%Tn <Iny, <8S,.
4. Calculer Sy et Ty, en fonction de n. En déduire lim S, et lim T,.

N—-+oo N—-+o0o

5. Etude de la convergence de la suite (uy).
a. Montrer que la suite (up) est strictement croissante.
b. En déduire que (un) est convergente. Soit | sa limite.

c. On admet le résultat suivant : si deux suites (vy) €t (wy,) sont convergentes et telles que
v, <w, pour tout n entier naturel, alors lim v, < lim w,.

N—+oo N—+o

Montrer alors que g <Inl<1 et en déduire, un encadrement del.
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